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INTRODUCTIO. 



I J uo amplior eft fcientiae alicujus ambitus, & quo uberiores gravioresque 
^-^ funt ejus applicationes; eomagis neceffarium eft principiis certis ac di- 
lucidis ipfam fuperftruere, & confequentiarum cum principiis nexum ab omni 
dubio ac difficultate tutum atque immunem praeftare. Priorem pr?erogativam 
idodrinis mathematicis competere in confeffo eft; ut altera gaudeant, qui eas 
roeditantur atque exponimt, debent curare. Mathematici veteres,. methodi 
rigorofae, qua ipforum opera nitent, fedulo tenaces, exemplar nobis^^praebue- 
runt modi in fcientiis his fiabiliendis atque explicandis adhibendi, ut nomen 
exa6larum mereantur. Recentiores, ftadium ab antiquis panfumingreffi, ve- 
ftigiis ipforum non femper inftiterunt; neque progreffus fuos omnino ad nor- 
mam ab illis conftitutam compofuerunt. Speciatim veteres quantitatem fem^ 
per, notioni ipfius conformiter, tanquam augmenti & decrementi capacem, 
proinde ut ineptam recipiendo ultimo cuidam magnitudinis vel parvitatis ter- 
mino, confiderarunt. Recentiores contra» quantitatem in utroque hoc ftatu ex- 
tremo ratiociniis & calcuUs fubjici poffe rati, quantitates (etiamnum fic di- 
Ctas) infinite magnas & infinite parvas ado^tarunt; peculiaremque effmxerunt 
infiniti fcientiam, cui partes mathefeos fundamentis folidioribus nixae qpitu- 
lentur quidem, fed quae ab illis fit tam objefto, quam principiis diverfa: quo 
4udaci conatu doftrinas ab antiquis transmiffas mirifice auxerunt 

Difiicultas, vel impoffibilitas potius ftatus illos quantitatis (etiamnum fic 
diftse) definiendi impoffibiiitatem prodit exiftentiae eorum & conceptus, qiia 
apprehendantur. Non aggrediar hoc loco definitiones, quae propofitae a variis 
fiierunt^ difcutere. Interiip afferere aufim, eas vel contradiftiones implicare, 

• quae 



II 

quae dubiis obnoxias reddant confequentias ex ipfis deduftas; ^vel adeo vagas 

effe & indeterminatas, ut juxta eas nonnifi propemodum ac relate ad propofi- 

tum quendam fcopum peculiarem vera effent, quae per analyfm, quam vocant, 

infinitefimalem eruerentur. 

Sententiam hanc de indole ftatuum illorum quantitatis profiteri mihi vifa 

efl: illuftris Academia fcientiarum Bcrolinenfis in Programmate, quo theoriam 

infiniti mathematici praemio ab fe anno 1786. condecorandam promulgavit. 

Quare ab fcopo ipfius alienum haud fore exiftimavi , fi mathefin infinito carere 

poffe oftenderem, vaftiffimamque ac maxime fubiimem ejus partem ad eadem 

principia reducerem , - quibus veterum inventa nituntur ; quorum vero vel 

opem recentiores plerique jufto vilius penderunt, vel foecundati nimium diffifi 

funt. 

Evincere igitur inftitui: methodum exhauftionis feu limitum ab antiquis 

cxcultam, & in Euclidis praefertim atque Archimedis, qu3e ad nos perve-i 

nere, fcriptis tfaditam, fi congruenter extendatur, novorum calculorum prin- 

cipiis folide ac dilucide ftabiliendis fufficere, Honor, quem iUuftris Academia 

conatui meo detulit, utilem eum effe mihi perfuafit; atque ad objeftum hoc 

arduum novis curis traftandum, Differtationemque & tempore nimis brevi & 

loco minus commodo confcriptam perficiendam me exftimulavit. 

Scriptum meum, quod novum appellare poffe credo, juris publici eo con- 
fidentius facio, quod judici non incongruo fuit probatum. Turbas interfatis 
proh dolor notas, quibus patria mea fuit exagitata, tranquillitate animi ad me^ 
ditandum neceffaria frui non poteram. Amicus meus, Dn. Pfleiderer» 
Phys. & Math. Profr in Univerfitate Tubingenfi , refugium mihi' fecum obtulit : 
ubi ftudiis ad levandos dolores intentus, quae ad novam Differtationis mese 
editionem, dudum neceffariam vifam, fparfim praeparaveram , in ordinem redegi, 
& cum amico communicavi, ipfiusque obfervationes confului; quo faftum efe 
fpero, ut, quod publico nunc offero, fcriptum utile fit nec ejus attentione in« 
dignum. ^ 

Juxta ejqsdem amici^er literas antea jam mecum communicatas, nec non 
Dni* pREvosT, Prof. Philos. Geneyenfis, in Differtaitionem meam praemio or- 

natam 
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' Qatam animadverfiones amplius extendi primum ejus Caput; quod, cum fun« 
damenta exhibeat totius fyftematis calculorum fuperiorum, prsecipua cura eral: 
tra£huidum. Speciatim notio iimitis ibidem tradita nimis erat an^ufta; &« 
ut omnes complefleretur cafus» debebat, utinunc fit §. 13, extendi. 

Ita faftum eft, ut Caput hoc fundamentale augmentiun fatis iniigrie nan« 
cifceretur; neque rationem habendam effe exiftimavi cenfurae {«'olixitatis ho« 
rum praeliminariunu Adeo perfuafum habeo, principia calculorum fuperiorum 
debere ad methodum limitum reduci, nec polfe alio modo folide ftabiliri; ut 
neceflarium ^e putaverim» methddum illam in formam doftrinae redigere. 
Quae cum, mea quidem fententia, partem conftituere debeat Curfus mathefeos 
elementaris, eo, quo oportet, rigore^&T ambitu concinnati; fuperfediffem huic 
operae, fi quem noflem, ad quem remittere potuiflem. Ceterum comparatio 
attenta docebit, nullam in Capite hoc. utut amplo» tradi propofidonem, quin 
ad applicationes fequentes neceflaria fit 

Defiderio folo utile quid praeftandi motus non reformido reprehenfionem; 
quod fententia , quam fuflineo, nova non fit, fed ab variis jam mathematicis 
qropofita, Gnarus fcriptorum d'Alembertii, Cousini, K^tneri, Kar- 
STENii, Tempelhoffii, Pasquichii, prasfertim diflertationHm egregiarum 
RoBiNsii, & traftatus folidi Maclaurini , in animum haud induxiflem me^ 
ditationes meas de arduo hoc objefto publice exponere; nifi quaeftio ab Socie- 
tate literaria adeo illuftri promulgata attentionem meam excitaflet , mihique 
perfuafiflet, quae jam praeftita fint, nondum onanibus defideriis (atis&cere ipii 
videri. 

Dubium non eft» quin Newtonus doftrinas fuas iisdem principiis fuper« 
ftruere, fpeciatim per rationes primas & ultimas, tam frequenter in Principii^ 
fuis ufurpatas, limites rationum intelligi voluerit; cum ipre in Scholia Lem- 
mati XL Libri L Princip. fubjunfto monuerit : Ultimut ratioms itta^ qmbmstum 
^qtumtitaUs evanejiuntf nuera nonjunt rationes quantitatum Mmarum; fid limitesj ad 
j, quos quanHtatum Jine Umite deerefientium rationes fimper appropinquant, & quos pra* 
^pm affequi pojfunt quam pro data quams differmtuk 

* % Quam« 
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Quamvis LsiBViTm modis loquendi magis audacibus uti afllieverit: eos 
tamen explicatione rigidandos effe praecepit (Aft. Erud. Lipf. 1712. p. 167.); 
& momentum demonftrationum exaftanun agnovit atque commendavit Ad 
JoH. Bernoullium fcribens (31 Dec. 1700.) de Nieuwkntitii, RoLnr, 
Cluverii, &aliorum adverfus calculum difFerentialem objeftionibus : Rrutik 
„ejlf inquit, os Ulis occludi per nduBionem ad demofiflrationrf veterum more formatas. 
(Leibnitii & Bernoullii Commerc. philos. & math. T, II. Ep. 108.) 

Et quamvis Wolfius, veftigiis Leibnitii infiftens, infinitum profufe in 
fcriptis fuis fparferit; methodo tamen Archimedeae, quam jure fibi vindicat, 
praerogativam tribuit: „Ipfius (Archimedis) demonftrandi methodo principia 
„methodi mfinitefimalis rigidantur.'' (Elem. Mathes. univ. T. L Geom. Theor. 
86. SchoL) 

Plunbus aliis au6loritatibus pqflem inftitutum meum munire; atque ex. gr. 
confenfum ejus cum methodo indivifibilium, fanafenfuexplicatiombusque iaga^ 
ciflimi ipfius auftoris conformiter intelleda, docere: verum haec longius me ab 
fcopo propofito abducerents Quare, iUis miflis, ad partem Introduftionis hujus 
mathematicam, fequentibus quatuor Capitibus traditam, progredior» 

Tubingae, xMart. 1795» 
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Capvt A; 
Thevrematis binmialis Newtomi demonfiratio gmmlis ekmemms^ 

T^heorema binomialc New.tow Xipiv»rRm ad quosciwque exponentes, pofititbs & 
negativos, integros & fraftos, extenfum adeo uberis eft per totam mnthefm ufus, 
ut demonftrationem ejus firmam & elementarem fummi momenti eife cenfeam ; eo- 
que magis, quod Vir celeberrimUs, a quo denominari confuevit, & pUirimi infignes 
mathematici poft ipfum, fola, ut videtur, analogia fulti , formulam, de exponenti- 
bus integris ac pofitivis tantum eo, quo par eft, rigore demonftmtam, adexpdneti^ 
tes fraftos & negativos. applicare acquieverunt. In Diflertatione mea, infcripta: 
ExfoJUion ehmentaire des principes des eakuls fuperieurs ^ p. a6» ejusmocli denionftrationis 
compotemme efle aflerui; fed brevitatis ftudio eam omittere confultum duxi, <2uaB 
cum fiierit, ut non omniho facilis, in Diario litterario Goettingenfi (Niro. 165.. 16 Oft. 
1788.) defiderata; in hac introduftione'iliam exponere non dubitavi. Confentit ea 
praeter leviores quasdam mutationes & illuftrationes , quas neceflarias efle cenfiii, 
cum methodo , quam in Commentariis Acad..Reg. Berol. ad annum 1777. tradidit 
illuftris Segnerus; &, quo debet, modo evoluta mea quidem- fententia tafn piropo- 
fito fatisfacit, quam ea fe brevitftte commendat» cujus dempoftratio.mere elemieii* 
taris capax efle poteft. 

§. fl. Theorema. Sint duae quantitates P& P\ quales fequuntur 

Dico: produftum ex hisce duabus quantitatibus conflatum ejusdem effe forma, 
cujus utraque illarum, fi loco th n aut n illarum fumma «+»' fubftitaatur. Nempe 

PP =a«+«'+!±ii«+«'-J^+^.2±!!l]fa»Hi'-a^»+ !^'...!±1:?^'-3As + 
I I a * I 3 ' • • 
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Et primo quidem exponentes tna ih (uccefliTis produfti terminis progreflionem 
tfithneticam* decrfeicentem iequuntar, cujus primu& terminus e& m+m\ & cbmmu- 
nis terminorum diflerentia eft unitas. Exponentes autem ru b fequuntiur prc^effio- 
liem nilinerartun naturaliiim crefcentem inde ab iinitite. 

Determinanda fupereft lex cotffficientiunu 
i^. Co6'fficiens primi termini eft unitas* 

a^. Co(^'fficiens fecundi termini eft -^ 4- !L 
3^. Coiffficiens termini tertii eft 
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Ergo 



Ergo fi lex coSfficientium valet pro quocunqiie produ£ti termino , eadem quo« 
que valet pro cofffficiente termini fequentis. Atqui valere demonftrata fuit in ter« 
minolecundo, tertio, quarto» quinto, fexto: valet igitur etiam in feptimo, atque 
hinc rorfus in oftavo, tum in nono, & fic confequenter in univerfa ferie. 

^. & jfyplicatio prima. i^. Quadratum quantitatis hujus formae 

1 12 t Z 14 

eft a^^+^!^^t+^^ ?!!l'a^«*»4^. .-^-^^-^^H". . .^^-4^^ +.... 
' X 12 13 ^4 

2^. Hinc cubxis ejusdem quantitatis efl: 

Hinc iterum 3^. potentia quarta praediibe quantitatis eft 
440+^4»-!^+ £\4^^4-^^»+ 

Et univerfun, quicunque numerus integer pofitivus fuerit m, potentia ffi<> ejus^ 
dem quantitatis eft 

I 1 a X 3 14 

§. c. JppHcatiofecunda. Viciffim, denotante m numerum quemcunque integrum 
pofitivum» radix m^ quantitatis 



" » «L_i » * , 5.-» » » i_. «»1-4 

I 12 r 3 ** 4 

EteDim (per applicationem praecedentem) prior quantitat eft potentia ««■ pofte« 
laom'. qtiare viciflim pofterior quantitas eft radix «» prioils. 

§. d. AppRtgtio Urtia. Sint m6c • nuneri qnilibet integri pofitivi. Dico efle 

•i:«+ir=«-+24" *+5. «^«'^ >+«... ^«'">+«...m;yv+. . . . 

l 1 » ; I 3 »4 

• • Eteni« 



n 



Etenim (a+ftr = r(fl+J)« 

»«™+;;a« *+«.^tf'" *^+2-..«2^"' *H«...mJtf* M + ..., (§.r.) 

r 1 a r 3 14 

§. f. CoroUarium. Univernm igitur, fi fi fuerit numerus rationalis pofitivus qui« 
cunque, five integer, five fi-aftus, 

§. /. JppReaiioquarta. Sint duae quantitates 

^a+ ?a'^i^+ - .— a»-2^* + " .. .— 4«-3^^ + • .. .!?I^^«.4^4 + 

^i 12 13 14 

^«4.:?^M^+:?.:!!iV«H2^^+:!?..,:^j-n-^^3+::?..^ 

iia 13 »4 

Produftum ex illis faftum reducitur ad primum terminum a^xtr^sii: cum 
terminorum omnium fequentium coSfiicientes ingrediatur faftor n-» =3 o. 

§. g* Corollarium. Ergo 

rH--/r-'^+-.— r-^^^^+^...*^r^^3+-..^ . . 

I 12 13 ^4 

I 
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Atqui, n denotante numerum quemcunque rationalem pofitivum, deoominator 
hujus fraftionis efl: (a+J)» (§. f). Ergo 

l^ » b ^n fi+i i» II «+2 i* » »+3 M / 

a^ 1 an+i I 2 an+« I 3 tf"+3 I 4 tfM-4 

;Eadem itaque lex, quae valet de exponeqtibus' raticpalil^us pofitJfis, pariter 

applicatur ad expon^tes rationales ijegativos. 

§• & 



XI 

§. h. Obfervatio. Oaod ad exponentes irrationales attinet: cnm per extraftio^ 
nem radicum, vero propius femper propiusque accedentem, quantitates furdae ex^ 
primi -poifint pcr quantitates rationales, quae a vero iilarum valore minus quam quan- 
titate data differant; ad exponentes furdos applicare licet, quas de exponentibus ra« 
tlonalibus dfemonftrata fuerunt 

Obfervandum praeterea: calculos, quos quantitates exponendbus furdis affed^e 
ingrediuntuTt nonnifi per analogiam juxta regulas exponentium rationalium peragi. 

Quod ipfum tanto edam magis ad expmentes imaginarios pertinet; cum mera 
fint figna» facilitatis & univerfalitatis calculi cau(a ab mathemadcis introdufta. 

Caput B. 
De differentiis qtiantitatum mutahiUum. 

§. f. Dejmitio. |^it aliqua quantitas mutabilis, quomodocunque expreila per 
alteram quantitatemmutabilem, folam, vel cum quantitadbus conftantibus combi* 
jiatam. Frior quantitas dicitur fmiSio pofterioris. 

Quod attinet ad fim6tionum divifiohem in integras & fraftas^ imiformes & mul« 
tiformes , rationales & irrationales , algebraicas dc txanscendentes ; videatur inter 
alios Eui-ERi luiroduSko, Cap. I. 

§• k. Sit Pfunftio ijuantitatis variabiiis x uniformiter crefcentis vel decrefcen^ 
tis. Denotentur incrementa vel decrementa ejus fucceffiva fignis 
Lx, 2^, 3AX, 4^*, ,.., (».i)AJP, n^. 

frceffivls' ''''^"*'^ '^^'"^ ^^* "^"^^ ^^' ^4^...x^(n^iy^. x+nAx 

refpondent funftionisPvBlores, 

defignentur per P , P\ P", P" . . . P*-*. P». 

Et valoram horum mutationes 

fucceffivae ita notentur AP, AP', AP% Ap*. . . Ai»»-»», dp«-v 

£runt ideo P' =3 P + AP 

P* =3P' +AP' 

r =P' +AP' 
P" =>• +AP* 



P»-* =3 PN-n 4. £p»-ti 



•• » QuMfc. 
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Quantitates AP, Ai>', A/', A/*"... . Ai*-«, LPVt vocantor ^irtaHa pHmi arfyiU 
quantitatis P. 

§. A Si hae differentiae non fuerint conftantes: eaedem componentur «x quan" 
titate conltante Ax, & ex variabili x\ adeoque pariter funt funftiones variabilis x* 
Succeflivae harum fun£tionum mutatioues, uniformi quantitatis x mutationi refpon- 
dentes, defignentur per A«P, L^P, A»/>', A*i^. . . As/w-n, a*/»n-i. 

Hae difierentiae difTerentiarum primi ordinis vocantur ^trentia Jitundi ordms 
iuftionis P; & eodem quo prius modo obtinentur aequatiooes fequentes: 

AP' = Ap + A»P 

AP" =» AP' + A»p' 

AP" = AP' + A»p* 

APN = ApH-i + A^pN-i. 

§« m. Si difTerentiae fecundi ordinis non fuerint conftante^: pariter componen« 
tur ex quantitate conftanti ^^ & variabili x\ ideo(]ue fiinftiones erunt quantita^ 
tis x. Succeffivas earum mutationes, uniformi ipfius x mutationi refpondentes, de** 
fignentur per A^P, ^i^P', 6}P\ A^P" . . . A3PN-i», A^P^k DiflFerentiae iftae diffe- 
tentiarum fecundi ordinis vocantur djffirmiia tirtii ordinis; 6c rurfus funt 

A»p' = A»P + A«P 

A^p" =3 Aap' + A3p* 

A*P" = A»p' + A3p" 

A»P" « A*P' + A3p' 
• • • 

A'pN-» K A»pN-ii4-A3pN-u 

A^pN -j A^pN-i^-A^pN-^ 

§. fl. Si differentiae tertii ordinis non funt conftantes; progrefTus fit ad earun^ 
dem differentias, feu ad difentaias quarti ordinis: deinde fimiliter ad diffirentiat ^thH 
ordinis, 6c hinc ad differifUias fixii ordinis, atque ita deinceps; donec (fi fieci poffit) 
perveniatur ad diffinntias confiantis, feu quarum nullde funt di£[erentiae. 

^im^ 



xm 

GmraHm diiferentiie cBiSereiitiardm m— xii ordinis ▼ocantnr differniUt ««> onS. 
mi ^ fic dcfignantur A»l»y a«»/>', A«i>', A"i*'. . , A-i^i»**!, a«/^. Unde 

A»-ri>' — Att-il»' + A"i' 

, • > . . . 

tm^tP»^ s A"»"'i**-» + A^i"!» 

Am-i/JH — A»-«i^ + AmiW-i, 

5. 0. Diflerentiae omnium ordinum fiicceffivorum fimaionis P immediate per 
feriem funftionum P, i>V P", P* . . . i*-*, i"» exprimi poflimt -modo fequenti: 
AP =s i^^-i» 

AP' B i>'.i»' 

. A»P' 3 ^"-aP^+P' 

Ergo^ A^F =s P^.^p^+^p-.p 

A3i>' = i»"-3P-:|.3p'.i>' 
Ergp A*i» = P"-4P>6P'-4P'+i> 

A4P', == i»'-4i>"+6i>".4P'+i>' - : 

Ergo A5 P = P*. sP"+ 19 f^' ieP'+ 5i>'-P. 
GeneraSttr 
fitA«p= pM_2pHH +^.^pk-u_!!!;..;!t?pM^rt + ...:;:«p'^p 

(k ideo 

Amp' «pM+,.^pM4.2 .*!:!pM^.^ ...?^3pM.u^.« ...^pM-.u« ,,,±p 

erit 
A«+.p«pM+,-^ipM+«±£.2pMw.!!tt!...!!!LipM.u+^...?!:?p»t^ 

• * 3 Ergo 
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XIV 

Ergo generaliter 

§. p. Viciflim terminus quilibtt P»« feriii P, P', P', P". . . Pm-i, pM ex- 
primi poteft per funftionem P« & per differentijus iiioceflim omnium ordinum hu^ 
jus funftionis P. 
Etenim quoniam P' «» P+^ 

AP* «i AP+A»P 

crgo ^.P'<=P'+AP') » P+2AP+A«P 

Hinc AP* xs Ap+aA^P+A'*? 

ergo Pl^=P*+AP') « P+3AP+3A»P+a3p 

Hinc AP* « AP+3A»P+3A3P+(1«P 

ergo Pt-P^+AP") = P+4Ap+«A»P+4A3p+A*P 

Hinc AP" s AP+4Aap+6A3P+4A«P+A«P 

«rgO P'(«P"+AP").P+sAP+ioA»P+ioA9P+3A4p+A*p, 

Gmratt» fit pM » P + - AP + 1 , *!!:Ia»P+ - , . . !!!lI?A3p+!!!! , . . ^a*P+. . . 

I ,* ^ * 3 » 4 

+ — .!!!1?amP+..!!a»-*P+a««P 
12 I 

jl' hinc APH - Ap + -f!Lflap + i!!.*!!liA3p +!!!... !!!2a4P4.... 

11213 

+ !!1 . ..^Am-»p+!!! .!!!::!a»-iP + !!Ia«p+ Am+tp. 
15 12 1 

erit pwwaP»«+APM)«p+!±fAP+!!±£.!!!A»p+?±!..,^3p+!!!+i.. .^A^p^.... 
^ I la *3 14 

+. *!thi^,.!!!l*A«^+*:!J:i.!!!An«p+!!!±!A«»P+Am+ip. 
13.12 i 

Ergo generatim 

Pm„p + !!!ap + !!.!!!:^»P+-„.?^A3P+ t!...^^?^. 

• +-!!!.!!Li[A«^P+— A«-«P+A«p. 

Ftopofitio haec magni eft momentii ai appUcationes, quae deince^ tradentur. 

§. ?• 



XV 
§. q. Cum funftio qoaelibet quantitatis miabilis potcntiis variabilis huju» 
(immediate aut mediate) exprimi poiiit; multmn intereftr potentias qnantitatis va- 
riabilis & difierentias ommum ordinum harum potentiiarum accuhltius expendere. 
Ex fequentibus patebit, quanti ^iatim hqc reipeda momenti fit contemplatio po- 
tentiarum ezponentis integri pofitivi cujuscunque. 

Thtorma. Potentjae quantitat^g variihilis, cujus exponens eff numerus integer 
pofitivus, differentiaordinis,.cujysindexideraeftcniaexponentepoteftatiS, aequa» 
tur produfto continuo numerorum naturalium inde ab unitate usqiie ad hunc expo- 
nenterii, dufto in diffiBrentiae quantitatis varifibilis potentianr eXusdem exponentis: 
proindeque differentiae ordinu^i fuperiorum ejusdem potentiae quantitatis variabilis 
evanefcunt, • , . 

Sit F^ x«» , exponente w exiftente numero mtegro pofitivo! 
- Dica eflfe; A«p!= r. !r. 3. 4. . , . «Axw; & prAnde &^P = p. i' 

Ad demohftrandum hoc thewema offendam primo: illud verum effe pro mi- 
noribus exponentis m vaforibus, quales fuat. i, '3, 3, 4 . , . . Tum evincam: quod, 
fi theorma verum iuerit pro quoBbet exponente «feto,^ idem etiam valeat pro «- 
ponente fequenti^ qni priorem unitate fuperet. , . .. . 

Exemplum i.. Sit P = x 

CaroOmmii. /if^x =0;. "■' i. 

Exemphtm%. Sit F =» «x* .. 

Corott. /J'+s;r =» oi. . 
Exmphmt^^ Sit P « jt3r 

AP « 3xx^+3x&k*+&xy 
A3p(_A«ilPJ « 3Ax.A»«j(+3A*».A*j«+Ax3^,A«i 
« 3A*.49jfAr tsr. i,a.3A*a 
... * Cofaff- A**»** « o^ 
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XVI 

£xeii^km 4. Sk P «> x< 

AP a» 4x3AJr+6x*AJr*4-4arAxS-f Ajt* 
A*P(«a9,aP) « 4A*XA»Jif»+6A**.A»*«+4A*«.A»«+4A**.A».i 

B 4AJifXA»jf' » i.a.3.4Ajr*. 
CorolL A*V4** s o. 
Gener^ fit m namerus integer pofitim, &'■■*«. Probatuni foerit, 

& A"*"»-' j8 o. ' ^ & A«+'+»Jt^' «s o. 



0» ^'j««"A« Ergo A»*'*»*-' « j»+i.A«xA'"JC" 




+ "^.-Aw^XA"*»^ 


+ '!±i,..!!5f!*««^A»» 
» 3 


+ '^\..*'*?AX»XA»J«»^ 
I 3 


• • 


+ **^'...*"'*AJt*XA"JS«-3 
» 4 

« .• 
• • • 


+ "^^*jr»AJ»»l 


+ '***^"'aj»«-«XA«** 
X 2 




+ '!!tiA*«XA«* 


* 

4* ^^-H 


+ AJC"+«XA«t 




e (M-iyiJfX.A-jt- (hyp.) 




« <«H-i)Aj{Xi.a.3.+..«^i.«»Ajt«(Iiyp.) 


. • 


«B 1.^.3.4 .. - («H-O^^***^ 



CaroOarium. A«+»+f;^i es o. 
Ergo genenditer a^jc^ «= i. ^. 3. 4 • • . wAjk« 

§. r. Corottarium. Speciatim poteftatum numerorum naturalimn fucceflTiTorum» 

quarum exponentes fimt integri politiyi, differentiae, quarum indices ordinum funt 

exponentibus liis aequales, sequkntur produfto continuo numerorum naturalium ab 

unitate inde ttsque ad illum exponentem; earundemque potentiarttm difTefentiae» 

quanun index ordiais acponentem iUum fuperat^ eranefcunt. 

ScuH 



xvn 



SciUcct A'»' « I 

A'»* sa i.a 

A'»^ = i.a.3 

A^n* = i.a.3.4 



Ar+I»* s o 

A'4-3«3 as o 
A'+4«4 si: O 



A»0n ae X.2.3....m A'-H>i«ns.O. 

Cafus particularis, cofollario hoc traditi, eximias ia feqoentibus apt^icationes 
occurrent 

§. /. . Eos inter cafus, quibus ad. difTerentias conftantes nunquam perrenltur, 
notandus inprimis eit. ille, quo feries propofita efl: feries; geometrica. 

Thioremor Sit progreffio geometrica quaecunque. Sumantur difFerentiae omnium 
ordinum terminorum hujus progreffionis: feries hanun differentiarum pariter funt 
progreffiones geometricae» eundem, quem priiiia, exponentem habentes. Sumatur 
autcm exceffus, quo exponens-ifte fupeVat unitatem, aut ab illa fuper^tur, prouti 
progreffio eft crefcens aut decrefcens; & fumantur poteftates hujus exceffiis, qua- 
rum exponens aequalis eft ordidi harum differentiarum: feries ilte erunt refpeftive 
produAa ex terminis primse feriei per has ppteftates. 

Sit flS a^, tf3S a4», «5«, . , . 4M», ^(«i-i)», a^ progreffio geometrlcji, 
cujus exponens a^. 
Series differentiarum primarum eft 

feu (a«-i)(a*, »«*; 43», a^y • . • . «(«-«)», 

Hinc feries difTerentiarum fecuadarum eft ^* 

(a^-i)«(aS a^f a^, ' «4», .... «(«-j)», 
Hinc rurfus feries differentiarum tertiarum eft * 

(^'-0^(as a», a^S .04», . . .'. «(1^4)%, 
Item feries dif&rentiarum quartanim eft 

(a«-i)4(a», a», a^^ a4»> • . • • 4(«-5)«, 

• &c. &c. , &c. 

Generatim feries difTerenti^jixm w^*"*" eft 

(ii«-i)"(rt«, a»% 43», a4*, . • . 



a(o-i)») 



• «• 



4»<«.i}8^ «C>-ffl)a), 



5.'. 



xvin 

• 

§. t^ Notari etiam merentof omoium ordinum difiefendae fmuuffl & cofinuom 
arcuum in progrcflione arithmetica crefcentium aut decrefcentium ; & inprimis 
(propter applicationes fequentes) diiferentiae finuum & cofinuum arcuum juxta fe* 
riem numerorum naturalium crefcentium. 

Lemmata noia. i^. Differentia finuum duorum arcuum aequalis eft. duplo produ« 
fto cofinus dimidiae fummae per fipum dimidiae differentiae horum arcuum. 

2?« Diflerentia cofinuum duorum arcuum aequalis \& duplo produfto finuum 

dimidise fummae & dimidiae differentiae horum arcuunL 

Hoc eft: i^ fin.fl-fin.6 = acof.^fin.''-:* 

2 -a 

2^. coftii — cof.J = afin. — fin.— . 

2 2^ 

Applictdio. Sint fin.a, fin.sa, fin.3a, fin.^a, fin.5a, . . . fin.m finus arcuum 
}ttxta arittuneticam numerorum naturalium progreflionem crefcentium. 

Series difTerentiarum prmiarum erit • 

afin.ifl(cof.|fl, cof.ffl, cof.|a, cof.ffl, cof.gfl, cof.^fl,, . . .) 

Series difTerentiarum fecundarum erit 
— a'fin.^|fl(fin.2fl, fin.30, fin.4fl, fin.Sfl, fin.6fl, fin-^fl ....). 

Series difTerentiarum tertiarum 
— a3fin.^|fl(cof.ffl, coCJfl, cof.|fl, cof.ffl, cof.^, cof.|ffl. i . .) 

Series differentiarum quartarum 
+2^fin.'*ifl(fin.3fl, fin.4fl, fin.5fl, fin.6«, fin.7fl, fiii.8fll . . .) 

Series differentiarum quintarum 
+ a5fin.5^(co£|fl, cof.|fl, cof.|ffl, coCffl, cof.ffl, cof.§fl . • . .) 

Series dtfTerentiarum fextarum 
^a*fin.^|fl(finwtfl, fin.5fl, fin.6fl, /fin.^fl, fin.8«, fin.9fl....^ 

. G/firrfliJfif ferids difierratiarum ordinis paris am eft 
a*»fin.^'njfl(fin.(m+i)fl, fin.(»H-a)fl, fin.(iw+3)fl, fin.(ifH-4>i, lin.(iiH-5)« . • ; •) 
cum alterutro figno±, prouti m eft ^^. . 

Series differentiarum ordinis imparis 21»+ 1 «ft 
• ftanMrififl.^m+4fl(cof.2I!!±3^, col^^^a, col^a, cof.^fl, cof.2I^ • • • •) 

2 3 » A ^ * 

fnm alterutro figno ±, proutl m eft ^jj^ P*'. j^., sint 



m 

a<*. ISint cof.a, cof.sa, cor.aa, con^ii, cor.^a, cor.6«,;. . cotm, cofinas ttcuuiii 
juxta feriem numerorum naturalium crefcentium. 

Series dlfferentiarum primarum efl: 
*^afm.|«(fln.|a, fm.|a, fin,Ja, fin.|a, fin,ya, fin.^..,.) 

Series difTerentiarum fecundarum eft 
— 2=fm.'|o(cof.aa, cof.3a, cof^a, cof.5a„ cof.6a, coH^a....) 

Series dilTerentiarum tertiarum eft ,. 

+ 2»fin.4a(fin.|o, fin.ia, fin.|o, fin.Va, fin.Va, fm.|a ) 

Series dijTefentiarum quartarum eft 
2*fin.^-|a(cof.3o, cof.4a, cof.5a, coC6a, cof.7a, cof.8« . . . .) 

Series differentiarum quintarum eft 
— 25fin.*|o(fin.5a, fin.|a, fm.|^, fin.f^, . fin.fio, fin.^a....} 

Serles difTerentiarum fextarum eft 
— 2<>fin.*|a(cof.4a, cof.5a, cof.6a, coCyo, cof.8o, coCpo ) 

Generiam feries diiTerentiarum ordiiys paris 2«» eft 
a2'»'fin.««"Jo(cof.(iii+i)a, coC(oi+2)a, .cpf.(m+3>, cof.(«+4>, co(l(«H-5> • . •) 
cum alterutro figno +, prouti im eft ^jj,. 

Et feries difTerentiarum ordinis imparis 20»+ 1 eft 

aa«+ifin.a«+i|o(fm.?!!^, f\n.^^a, fin.^a, fin.?!!!±2«, fm.?!!!±IIa . . . .) 

' 2 2 •%,2 2 j» 

cum altenitro figno ±, prouti m eft JJ"^[ ^^i, 

SthoStttih Omiffo £id:ore 2'<*fin.<n|», feries harum differentiarum fiicceffivarum, 
pariter atque ip& feries {Hrimitivae« periodice in fe redeunt, aut fiint femperdimfiB; 
prouti arcus & dimidia circomferentia commenfurabiles, aut incommenfurabilec 
fittit. . ' 

Monetida de tompn^Jb differt«Ganm JifmboUsm. 

In fequentibus, compendU & majoris impreflionis fadlitatis' caula, differenti». 
er^m fucoeflivorum potentiarum numerorum natnralioni, quurum expminif m^ 
pleru&que defignabuntor, ut fequitur^ 



XX 

DifTerentie - Defignatio compendiofk 
a«i« «m - 3(lf-X>>>+(»-3>" ^(fi^ ... («-a)") 

3tia fi«-3(il-l)«+3(«-3)'"-(»-3)* A"(««» . . . (ii-3)m) 

4« fi»>-4(«-i)"M-6(»-2)"-4(«-3)"'+(«-4)" A"iC«» . • . ("-4)") 

5« *« - 5(«-i)"H-io(»-3)» - io(«-3)'M-5(«-4)'" - («-5)" ^ '(«"• . • . («-5)"). 

• • 

piz »111. ?(n.i)«+f .?:I(l|.2)",.. HF f C«-(p-l))«±(«rP)* ' AP («m . . , (H.f)m). 

Capitt C. 
Df fummis poteftatum numerorum aquidiffermiuM. 

Vummae poteftatum numerorum aequidiflerentium (quos inter feries numerorum 
naturalium primum tenet locum) adeo frequenter calculos fuperiores ingrediuntur, 
ut ftriftim de illis in hac introduftione dicere confuitum duxcrim. 

m 

Plures mathematici variis modis eas indagarunt atque expofuerunt. Cum autem 
fcopus in hac traftatione mihi praecipue ^opofitus fit illius ad limites diftarum 
fummarum applicatio : nulla methodus prtior & liuic fini melius accommodata fe 
mihi obtulit, quam ea, qtia ufus eft fagaciflimus Pascal in eleganti opufculo, cui 
titulus: Potefiatum numericarum Jkfnma (quod pag. 34 fqq. infertum eft libro ipfius in- 
fcripto: Traiti du triangU anthmetique. Paris 1665.); & qua poteftatum cujuslibet or- 
dinis fumma ad fummas potentiarum ordlnum inferiorum reducitur. 

§• if. Limma. Sint a ^ia-^-d duo numeri ad potentiam quamlibet evefti, cujus 
exponens r. DiffereHtia («+d)' — a' harum poteftatum (per §. f.) erit 

I 12 13 14 i z I 

§. V. Sit feries terminorum aequidiffi^rentium» quorum minimus fit a, difTe- 

rentia communis d^ & mimerus «. 

Sit (compendii caufa) Jlna^ ftimma poteft^m, quarum exponens r, terminorum 

illorum inde a primb a usque ad i^» ii+(ff-i>f. Accipiatur etiam eadem poteftas 

te^rmini a+nd ultimum fequentis. . ' 

Sumtis differentiis poteflatum ejusdem exponeq^is quorumlibet dnorum terliu* 

nonwDLajntiguorum, erit (§• »•) ^ 

(fl+(0' 



XXI 



(^zdy-c^ =:r(»M)«d +r.!:iie»w)^^» +f.,-i^«+d)«-w» ... +ro^M)*-x +d^ 

C»f4d)*-('H-3<0' te5(iH-3d)"rf +-''•. rii(»+3#)r^!» +r...ri2(»f3«0'^3rf3 ... +i(^^^, .^j, 



r »"-i,_. . ^._ ,,- , r r-2. 



CaK«-2y)'-('H-(«-3)«^)'==r(«+(«-3)'')'-'rf+-.^k'H-(«-3)^'-5^»+-...-f(«^^ 

Ca-K»-! W - («+(«-2)*0' ^^(fl.K'»-»)'')'"»'^^^- ril(»+(»-3)d)^3d»+r...!^«+(;i.2y)-3d3. ; . +r(a4^«.a)^i.,^ 

Ca+«J)' - Ca+(«-i)d> ==rC4H<n.j)O«d+r.!li(o+(».l>0'-««i*+r...^«+(«-l)rf)'-3ii3...+r(a^^ 

• * 

SuTnma omnium priorum membrorum harum aequationum eft (a+ndy — o'. 

Et fumma bmnium pofteriorum membrorum eft 

Jd/:Bfl'-i+r.rii«f»/«a^+r. ..!l:3rf3/fw^-3+r;..!J:5rf4yr««i-4+ . . . : +Id^ir.M+nd'. 

Hinc ~dj:m'-r = (fl+«rf)' — «' — (-■ !^'<fV^^+r . . . -^s/fla^-s + ...". +irdN-i/:«a4i«</^ ^ • * 
1 .^i * J 3 . X y 

unde ryrf/«ar== {c^^^^-c^^^-(p^^[^^^^ 

Et fic fumma poteftatum cujuslibet ordinis per legem omnino regularem ad fum- 
mas poteftatum omnium ordinum inferiorum reducitur. 

§. X. Exewplum. Series numerorum aequidifFerentium fit feries numerorum 
naturalium ab^ unitate usque ad »; ubi /1=2 i , d= i. Et Rt fu^ fumma poteftatufti 
ordinis r primorum n nun:erorura naturalium. Fit 

f^j:^ = («+i)'^«-i-(!±? . ->-+!±3 . . :^>r^!±! . . /^/nr-zV^^iX^fnr^ . . . .+ rt£>+„). . 
Sit r=i. Fit 2/» «=(»+!)». i-«=».«+i 

^1,2 • I. » . 



*♦* 3 



'^S 



Vi.a I...3 I...4'' J 

r-5 6/«5«(»+i)6.j.('6^^.«4.6:::4y:»$4.«^::3y:.»^.6^A,^.,\ 

Vi.a 1...3 I...4"' 1...5"' / 

v«6 , 7A'=(H-i)'-i-C2^/.i«+Tr5/«44.I:d/«3+7:::3y:,,4.7^y:.^.,\ 

^i.a i...3^ I...4'' i...5^ 1...6' ^' 

S« y. Ad fcopmn noftrum perdnet obferme, quod 

> = ^»+5» - ubi ^»i 

>» = -4i3+5i»*+C« . -• - . . . •. . ubi ^=4 

>3 = ^H^«3+c»«+D» ---•"-. ubi -**=! 

/»5 = ^»+if»5+Gi4+Z>»»+£»»+l% , . ^ - . ubi -**»! 
>"* = -«4i'+^»«+C»5+Z?»*+£»2+i?j,»+cr, - • - ubi >#=i 

r+i 
• ^ Quod ad reliquos coefficientes attinet: B eft conftans, nempe = |. Caeteri autem 
C, Z>, E....L, Jlf pendent ab exponente variabili r, juxta legem quamdam', cujus 
evolutio ad fcopum praefentem non pertinet; & de qua videatur inter alios Jac. Bbr- 
Kouixi Jirs ianji&andi pag. 97. 

Caput D. 
De finibus et cofinihus arcuum mulHplorunh et de finuuM in faSores 

refolutione, 

§. « Lemmnotim. i\ rm.(a+0 =: rin.«rcof.6+cof.arm.^ 

a®. coC(o+*) = cof.flcof.5— fm.flfin.5. * 

§. ofl. Ex his duabus formulis deduci poflimt expreffiones fmuum & cofinuum 
arcuum, qui multipli funt alicujus arcus propofitl Sdlicet 

»*, cof. 



xxni 

1«». cof.2o(saeoi:(o4^i))«s cof.««-fin.»<i fin.a<=3fiB.(a^o)) = afm.ffcof.ff. 

a". cof.3o(=co£(2o+a)>=cof.2flcof.o-fin.a«fin.o fiii.3o(=fm.(afl+<^)=fin.2tfcof.a+cof.afffin.o 

= «>f-'« . . «3fm.«coC'o 

— 3cof.ofm.'o — fm.3fl. 

Z*. cof4<*coi:C3«+o))«cof.3«»f.o-fm.3ofinA f»n.4<«fin.(3o+fl))=fin.3flCof^cof.3flfiao 

«=cof«4" =4Cof.3flfin.a 

- — 6cof.9ofm.»o — 4cof.flfin.3«. 
+fin.^o • 

4«. c6f.s«:(«cof.(4o+fl))=cof.4ocof.o-fin4ofin.o fia5fl(=fin.(4ff+fl)>=fm.4»cof.fl+cof.4afin.« 

-=cof-*« «5cof.'»flfm.o 

-iocof.3flfin.«» -iocof:«flfm.3ff 

+ 5«>f.«ftn.^a + fia^sa. 

5«. cof.6fl(=cof.(5fl+a))=cof.5«cof.ff.fin.5ofin.o fin.6o(=fia(5o+ff))*fm.5flcof.fl+cof.5flfin.fl 

"^^^^-^" -^6cof.5flfm.ff 

-i5C0f.*fffm.». ~aocof.3fliin.3a 

+ i5cof.»flfm.''a + 6cof.flfm.«ff 
•— fm.*<u 

Exempla haec fufficiunt ad indicandam legem harum expreflTonum, qua fit 



C0f.3«M e C0f.4"0 


fin.a«M « 2?cof.a«-iflfm.ff 


I 2 


-^..^cof.««-^fin.3« 


+ ^*". . .*'*'^cof.4«-4«fm.^o 
14 


+ — . . .■?^C0f.2n'-5fl fia 5« 


^2?...£2:^of.»»HJflCn.«ff 

J 

• 


-^...£!!!:^cof.^7flfm.?« 

+--..- 



.-12 



— 21» 2W-2 ^a ^ 

± — cof.fllinff«w-iii . 



cof. 



XXIV • . 

cof.(2»H-i>= cof.2'»M-ia luL(ai»;+03= =^ — icor.»»afm.« 

- ^5!±i.?!!?cof.a«ri«fm.*a ^^^...'^cotm^aanJa 

1.2 13 

+ ?2±£...?!:^cof.a^fin.*a +?!±!,..^coC»«-4afin.»« 

14 15 

-?::±1. . .^coi:««»^fin.*a .-*!!±?. . .2^of.««-««fm. '- 

^ 6 1.6 

+ ;---- + 

: . . 

+ ?:!±£...?!!!L'coi:5afin.»'«a :Fa!!±i.^of.*afin.a'*-ia 

^ I 3 V 

:p?!!±icoC«rm.a«a ± fin-*"^'* 

I 

Demonftraturi»utem modo mathematicis familiari; quod, fi haec lcx obtmeat pro 
exponente quocunque propofito, eadem etikm valeat pro cxponente unitate majorL 
* Sed lex locum habet pro exponentibus 2, 3- • ^ 6: ergo & locum habet pro exponente 
fequente 7; indepro exponente 8; & fi<^ deinceps. 

$. ab. Termini.igitur, quibua expreffio cofmus arcus »pfl arcus a conftat, funt 
termmi alterni binomii (coC»+fin;«)«; led alternis vicibus, a primo inde, fignis + & 
— afFefti: & termini, quibus conftat expreffio fmus arcus ejusclem «pw funt reUqui ter- 
mini alterni ejusdem binomu, alternis vicibus. a fecundo inde figuis + & — pariter 

affefti.. V 

Quoniam autem dimidia fiimma potentiarum ejasdem exponentis m fimimae tf+b 
& differentf» a—b duarum quantitatum lealium a & * cdnfltat terminis altemis bino- 
mii (»f*>", a primo inde, iisque figno + affeftis; dum dimidia differentia harum pote- 
ftatum contmet reUquos termmos alternos etiam pofitivos : ut «xpreffio cofmuum ar- 
cuum multiplorum reduci poffit ad fummam pbteftatum fimiUutn fummae & differentiae 
. Gofinus & fmus arcus funpUcis; fmus hie affici debet cogfficiente tali, ut potentiae 
ejus impariter pares figno — afficUntur, ppteftates vero pariter pares mancant pofi- 
tivae. Quod fiet, fi loco cof.a+fin.ss fabftituatur cof.«+fin.»r.i; unde adhanc de- 

, . ^ ^ rr.nfg4-fm. a;r- i>+(cof.g-fin.g»^- 1)" 

ducmiur expreffionem coi.w« = ^ — : r 

' Evo- 



. XXV 

Evolut» autefii diianun poteftatum (<:of.«4-fin>s>^-i)*> Ccor.$-fiii.s>^.i)«dJfre- 
rentiai omnes ejus tennini afiiciuntiir cpifificiente imaginario y^-~i; unde, ut expreffio 
maneatrealis, inferimus fin.i« - (con»+fi°-»>^-i>"j(cof.»-fin.»r.,)« 

Quodfi enini exprefiiones liae verse fint pro exponente ^updam w, eaedem etiam 
valent pro exponente unitate majore m4- i. 

Etenim ' ' . 

cof.(m-}-i)« s= cof.«M«cof.s— fin.w«nn.« 

^ (cof.a-f fin.8v^-i)»+(cof.g» fin.att/'»!)» (oof.«-f fin.g^'-i)-Kcof.g-fiagv/'-i ) 

. __ (cof.g+fin.ar^'-i>"-^(cof.a! » fin.aV-i)» ^^ (cof.at-Hfin.aV-i)— (cof.a!-fin.«»^-i) 

av^-i aTTT ' 

Quae fumma redUcitur ad (cpf.«+fin.«v^- Qm^-i-Kcof.g-fin.»!/'- i)"4-i ^^ g^^^^ 

Eodemque modo fit fin.(m+i)» » Ccof.»-ffin.av^- i)«"+i-(cof.g - fin.a;v^- Qm+i 

Objirvaiio. Exprefliones hae imaginariae (quae in calculo inprimis integrali, & in 
ferierum fummatiohe ^requentiffime ufurpantur) meitifunt figna, majorls calculi faci- 
litatis gratia ab madiematids jntroduaa. Partes «arum (cof.« + fin.»y"- i)m feor- 
fim fumtae onmi fenfu carent; & operationes his fymbplis juxta regulas calcufi litte- 
ralis adeas extenias. inftitutae eatenus tantum quantitates reales ultimo- exhibent 
quatenus termini imaginarii, quos expreffiones iUae continent, fefe mutuo deftruunt. 
SciUcet aequatio *« = (a-hO+(a-<0 femper obtinet, quidquid fit d; ideoque etiam fi 
d involvat fignum imfoffibilita^, quod utramque expreffionem a+</, a—rf pariter im- 
poffibilem reddit. 

§.«. Qnoni.m ..f ^.- (coWm-^- l)«+(cof.«.fin.«>^>l)m r 

2 

et fin fffy ~.(cof-»^-fi»«^^- «)-'(cef.«-fin.«?^- 1)«< 

erit scofffis ss(cDfja+fin.«>^-i)"H-(c6f.«^n.«/'-i)m 
ct »fin.«i»)^-i«(cof.»+finj»r-i)*— (cof.«.fm.«r-i)« 

•♦♦• Unde 



XXVI 

Undefit • (•of.»+fm.a>^-i)"=cof.««+fin.«»»>^-i 

.. et (coLz~fin.zy*'iy«sacoLmx-rm.mzy"-t 

Hinc cof.»ffin.«r*-i ss(cotjmz+Sia.mz)^'ii 

efc eof.«-fm.«K'-x a:(coC»»«-fm.m«7^-i) 

i 

Unde cof.» ^ (cof.w8+fm.wgr-i)'"+(cof.i»»g-fm.'>gr-iy 



I 



2 



» (cof..»»«+fm.»w«r-i)"WcoC««-fm.w«>22r 
Sn.z s -^^ 

Proinde eadem lex, quae valet pro fmibus & cofimbus arcuum multiplorum, pa* 
riter valet pro finibus & cofmibus arcuum fubmultiplorum. 

§. ad. Theorma Cotejimum (a fagaciffimo cjus auftore denominatum) illud eft, <3pip 
demonftratur, funftiones utriusque formae «"±6»^^ faftores biaomios aut trinomios 
refolvi modo fequenti: ' 

I •. aa«4.ia" = (oa-afl^cof. i-w+W) a°. «a»+»+Aa«-««<'H-t) >< («.2fl*cof.^9r+ W) 

2» 

X(a».3«6cof.i.,r+W) X(««-2^*cof.^^A&) 



2» 
2« 

*a»» 



6 



X(fl«.aaftcof.-l^+W) x(iifl-aflicof._^W) 



X(«i.2fl5cof.??^7r+55) •'' x(«-2flteof "-^W) 

K(flfl-a«frcof.?!!:I^+W) x(flfl-2fl*coi:^^W) 

30, fl«n.j3ns(flfl.W)x(flfl-2fl5cof.— 7r+55) 4«. oa*Vi-i»+i3s(fl-ft)x(flfl-aflfccof.^j^7r+W) 

X(fl<i-2«frcof.-4_^+W) x(<w-2a*cof.^^^*) 



6 



X (flfl-^oicoic ^9r+W) X («fl.a«6cof.^'H-W) 

• • • • 

X(«fl-2fl*coi:3^9r+W) X(fl«.2flicof.^'»+^*) 

• 2» . »"^ * 

X(««.2«tcof.22:^7r+W) x(««-3«^cof.-^^iO. 

*" Tlieo. 



xxvn 



Theoremati liuic demonftrando (quod a ▼ariis auftoribos pneititum eft:) non im- 
moror; quamvistalis ejus demonftrationis compotem me efle credam, quse fimplicitate 
fua fefe commendat. Pergo ideo ad illius applicationem, quae deinceps utilis erit. 

§. iu> 1°. In prima formula fiat a =» * =» i: 
fit a,=s a(i— cof.— tt) - 



an 



Xi(i— cot-^ir) 



y3(i~cof:22:2,r) 
a» 

X2(l-COf.^9r) . 

an 



« 4»fin.»-i'fin.»-^prm.»l-i»...fin.»i!!l3/fm.*£!!2- 
an* a» a»r a» . 2» 

» 

Unde ra «^ a«lin.-L.;7fin.-3.pfin. A/^... fin. ''^p fin. ^. 

2®. Ex fecunda formula fit pariter 

rs= a»fin.-4- i;fm.^--pfin..4^. . . fin.?^;;fm.-^i.. 
a«+i ^«+r 2n^rr 2«+i 2»+iT 

Hinc fl«nra+ai»n-4W+a*n-6i'» + .,,+a«5:io-4+*«»-^ 5p {aa* %ab co^.Ljtf +bV) 

» . 

♦ • ^<(«»-aa&cof.-9r+W) 

. » 

X (Ofl -.^06 C0f.i W + ^*) 
« . 

a ^ X(flfl-aafrCOf.^ST+i^^ 

^ • . x(«i-a«frcof.^^ -♦»»*). 

Hincfiietis a«Jai: ■a4«-ifin.»ii»fm.»if fm.*ip . . . fm.*»^f fm.»5l'^ 

••J« •».»,■..». .-: 9.... . • • 

et r«a»»»-ifm.i|,fin.i/>fin.i/»...fm.?!:^i>fm.^V 



4». Ex 



XXVffl 

4**. Ex quarta fbnnula (!t parlter 

r(a«i+ X) » a«nn. ~*-;,fin.-4~f fin. A. p . . . fin.'2^pfin. J!Lp. 
a«+i'^ . aH-i »H-i 3H-I a«»+i 

§. i;^. Poft CoUjmm theorema ipfius fuit amplificatum , & formula quoque 

AaaHtaa«i«cor.f + &<" refoluta in foftores, ut fequitur) prouti «numerus eft par aut 

impar: • 

b: (ar-«oft cot^+W) 

x(«.aa*cof.?:i::£?+w) 

a« 
X(M-a«ftcof.3:^+W) 

x(«»-3«tcof.^!!l:2£+w) 

a» 
X(aB-2«^cof.i2±^+«) 



X(«i-3a*Cof.^i5:5^^^I^+**) 
X(aa.aaftco£(l!?22^+») 

X(aa-a«*cof.*!^+«) 



3» 



a«. «4«Hra-aa*+i^n+icof.3^+*4"+* 

s (aa-3afrcof.-^+6M 
a«+i ' 

X(w-aa*cof2^+i*) 
a« + i ' 

X(«-3aicof.i3^+A5) 
X(«i.w5cof.'^^!^+W) 
X(«i.3aicoCl2±2?+W) 

. x(-a-aa*cof.^!5:*?I±??+W) 

X(a«-aa6cof.222::i^+W) 
r 3«H-i 

X(«i.a«ftcoil??^+W). 
a«+i 



§. flg. Hinc faftis fl=ia3i, erit 
,^4fm.»(p«4»-fm.*-ifin.'^iin.-^fm.«**:?fm.'*I±?...fm.'^^^ 



et fm.»^3a»-ifiB.lfin.^im.^fm.S!::gfm.g^...fm.^'^'^r»fm('^')^fia.g^ 

, a« a» a» a» aa a« a» a« * 

3«. 4fm.«f=4*wfiiv'--l-fm.*2J±fin.*^fin.«?^fin.«H±fi..;fin.«^fm.«!Si!J 
^ ' ^_ a»+i »»+i »«^t-i 8«+i 8»+i a»+i a»+i 

et fin.^«3a»fin.-^fm.^fin.^fin.*-^fm.*:^..,fiiL^fin.*^. 
' aM-i . 8«+i a«+i 8»+i 8«+i 8«+i a«H-« 



Cafut I. 



Caput Primum. 

. De Umhibus QtfantHatum et BMionum^ feu de Metbodo 

Exhavfiims^ 

i quantitas mutabiiis lemper minor (uerit quantitate 
datSL (mutabili fcilicet homogenea, quod deinceps femper fubinteiligatur) ; fed 
ita augeri poterit, ut major fiat quacunque quantitate dat&, quae minor eft \ 

prima quantitate dat& (<Sr tam cum hac qiiaiii cum niutabili homogehea^ quod i 

piriter deinceps fcmper fubintefligatur): h«c prima quantitas data, dicitur ' | 

Limes Quantitaiis mutabUif erefeentit. i 

2^. Et fi quantitas mutabilis femp$r msuo^ faerit quantitate datl, fed ita 1 

minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate dat&, quae major eft prima 
quantitate dat& : haec prima quantitas data dicitur lAmes QuantUatis nmiabHii 
decrefcentis. 

3^, Si ratio mutabilis femper minor fueritquam ratio data; fed itaaugeri. 
poterit, ut major fiat ratione quacunque dat^, quae minor efl: ratione prima 
data : haec prima ratio data dicitur Limes Ratums mutAbitis erefcentis^ 

4^. Si ratio mutabilis fempermajor fuerit quam ratio data; fed ita minui 
poterit, ut minor fiat ratione quacnmque dati, quae major efl; ratione prioui 
datfc: haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabifts decrefcentis^ (a) 

E re efle cenfeo definitiones has nonnullis exeniplis iUuflxare. 

Sit progreflio geometrica decrefcens:. i, /^, F*, f', p^ F""*'; in 

qiia proinde p eft minor linitate. Summa n primorum* terminorum hujus pro- 

- •;:■ •• • • ••• ■■ ■ ' '• •• • ••■ •pf-' 

(a) DefinitiODefl hae, pariter «c propofitlDiiei notiiiullae bae capite expofit», deftnnptaB 
fimt ex OpofcQlo R. Simso;», infcrjpto: De Limitibv QuMUUatum. & Iiatipmuf$ 
Fragmsntum; quod reperitar interOpem poftbaoia infignia illitis Geotnetrae, imnen- 
fia Viri eruditlirimi , & fcifentiarum mathematicamm fiiatoHa generofifliml Comitla 
STANHops.in lofem e^ta: Glaagoaajc:i^6. \' . »{ .? .. - r 

A ' 



ereffionis eft: '~f* « . ' -» -S^-. Ideo fumffla quotcunqtie tenmnonim 

hujus progreffionis minor eft quantitate JL-. Atqui: auctft », quantitas f", 

& ideo etiam quantilas JEL., poteft fieri minor quacunque quantitate datft; 

ideo quantitas -? ^ poteft fieri major quacunque quantitate datft, 

quaeminor eft quantitate datft -L-. Hinc quantitas -i- dicitur limes va- 
loris cum numero terminorum continue crefcentis, quem fumma progreffiouis . 
ilUus geometricde o^tinet 

Idem valet de fummis uon^nllarum aliarum progreffionum, quales funt 
feries numerorum figuratorum redprooorum, aut aequimultiplorum five fub. 
multiplorum eorundem. 

Sit V. gr. 5» j^ + ~ + J7J + jTs + 574*^577 + i=i:s + i;»?»* 

Erit^-^—l 



*h\,. 



JL. — X 



4-1 — -1- 



-, - * 



i+i 



Auft6 •; quantitas — i- poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 

•+r 
Ideo I limes eft fummae crefcentis progreffionis illius. 

Diftinaioiater valorem & limitem quantitatis per incrementa continu* 
minora mutabilis apte illuftratur exemplo fpatiorum afymptoticorum ; quo- 
rum magnitudo l«pe limitatur, quamvis aliqua dimenfionum eorundem fine 
fine crefcere poffit Sic fpatium inter duas lineas ordinatim appUcatas curvK 

loga- 



C 



logarithmicae (ad Afymptotum tanquam Axem relat») Mmpreheqrum, acco- 
rate aequaie eft reftangulo fafto ez fubtangente & diflerentia illarum applt* 
eatamm. Atqui minor liarum ordinatarum poteft reddi minor linek quaemH 
que magnitudine dat&; proinde major harum ordinatarum limes eft differen* 
ti3e crefcentls earundem. Et reftangulum faftum ex fubtangente & majod 
ordinata, eft limes fpadi logarithmici crefcentia, quem fpatium hoc nun« 
qumn attingit, fed ad quem accedere «poteft proj^us qoam fpattuffi quodcunque 
dato praedifto reftaingulo minus. 

Exen^hm ^^ Demonftrante ArchimB0B (dSi Spkara Cf Cyfiadra) 
licet drculo infcribere & circumfcribere polygona ordinata cognomina feu 
fimilia , quonun ambitus & fuperficies ab ambitu & fuperficie circuli dif^ 
ferunt minus quam nUk lineSL' aut ulii fixperficie affignatiL Jam rero am^ 
bitus & fuperficies circuli majores funt perimetris & fuperficiebus polyga^ 
norum infcriptorum; minores vero perimetris & fuperficiebus polygonorum 
drcumforiptorum. Ideo ambitus & fuperfides circuli funt refpeftivd limi^ 
tes perimetrorum & fuperficierum (crefcentium aut decrefcentium) polygono* 
rum ordinatorum, qude •drculo infcribuntur^ aut eidem circumfcribuntur. Eo-* 
dem modo fe habent fuperficies 8c captfdtitei cylindrorum, coaorum, fphie- 
rar\im, ad fuperfides ac folida priamatum, pyramidum» polyhedrmodti^ iUia 
infcriptorum aut circumfcriptorunu 

Item : Ratio aequalitatis limes eft rationum crefcentium aut decre(cen-> 
tium, quaa perimetri aut fuperficies polygonorum regularium circulo infcri^, 
torum aut drcumfcriptorum. habent ad ambitum & fuperficiem circuli. Idem 
valet de rationibus, quas cylindri» com, fphaerae faabent ad prismata, pyrami^ 
des, polyhedra, ipfis infcripta aut drcumfcripta* 

Exemphm 3«^. Sit curva quKCunque ad axem aliquem rdata. Reftae 
huic axi ordinatim applicatae continilio crdcant; a zero usque ad maximam 
ip&rum, qude fumatur pro bafi. Axls dividatur m partes quotcunque mter fe 
«quales. Per omnia punfta ditiflonis ducantur • ad curvam reftie axi ordi- 
natim applicatae. Super bafi 6c omnibus reftis ordinatun applicatis conftruan* 
tur verfiis verticem parallelogramma, quorum altera latera fint partes aequa* 

A a les 



)4 

ks axis. Haec panUelogramina dicantur curvae circumfcripta. Pariter fuper 
oamibus r«fti» ordinatim appUcatis bafi parallelis conftitaantur parallelogram- 
na ad partes bafi», «{uprum /tkei» latera fmt partes aequales axis. Hsec pa- 
nUelogramma dicavtur curvae; infcripta. (Vide Fig. i*».) 

Eiceffus qu6 fbmma parallogrammorum cu-cumfcriptorum fuperat fum- 
■ mam parallelogrammoram infcriptorum,- aequalis eft parallelogrammp circum- 

- fadpt6 omnittm ma^ciiBO. , Atqui balis. hujus parallelogrammi datur magoitu- 
dine : ergo, imminuta alritudine, parallelogrammum hoc poteft fieri minus 
qnocunque fpatio dato; .-Ideo difiereotia praediftarum fummarwn poteft fieri 
minor quocunque fpatio dato. Jam vero fuperficies curvae major eft fum- 
mk parallelogrammorum infcriptorum, fed eadem minor eft fummi parallelo- 
gnunm^rum circumfcriptoruro; & quantjtas, qud ab ^lterutm harum fum- 
«narum diflert, minor eft differentift mutul praediftarum fummarum. Ergo 

.figura curvilinea Hmes eft, tam fummae crefcentis parallelogrammorum ipfi in- 
icriptorum , ^uam iOainmae • decrefcentis parailelogcammorum eidem circum- 
fcriptorum. 

Re&ee axi ordiaatim applicatae ponantur eideni perpendiculares. Soli- 
ddm j^otatione praediAae flgurae circa ajxem genitum limes erit ,tam fummae 

. decrefiomtis cyllndrorum funul genitorum rotatione re^^angulorum curvae cir- 
cumfcriptorum, quam fummae crefcentis pylindrorum fimul genitorum rota- 
tione reftanguUvum curvae infcriptorum. 

§.2. SthRum. Sit quantitas aliqua data limes quantitatis mutabilis cre- 

. fcentis Tel decrefcentis, Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtraha- 
m «adem aU<tua quantitas. Prior fumma, aut prior differeutia, limes etiam 
erit pofterioris fummae, aut differentiae» creficentis vel decrefcentis. Si vero 

•-utraque jquantitas ab aliqua eadem qqantita^ fubtrahatur : prius refiduum 

:Jimes erit pofterloris deorefcentis aut «efccmtis. 

rifra. Nempe denotet AB quantitadsm datam, .iquae limes fit quantitatis mu- 

tebilis V. gr. crefcentis AX. Vttiqae illawm addatiur, aut ab uti-aque fubtra- 

hatiif eadem quantitas utC aut ^iC': prior fumma Cfl, aut prior differentia 

C% Umes qupque eH crefcentifi pofterioris fummaftCJr, aut pofterioris dif- 

i . feren- 
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fefcnti» C'X. Si vero utraque illarum fubtrahatur ab cadem quantitate jfC^: 
prius refiduum CB limes eft pofterioris refidui decrefcentis C'X Quod per fe 

patet. 

§. 3. Thiorima. Sit quantitas data limes quantitatis mutabilis crefcen<« 
tis vel decrefcentis. Dico rationem aequalitatis limitem effe rationis decre^ 
fcentis vel crefcentis, prioris quantitatis ad pofteriorem. 

Nempe. Sit quantitas data AB limes quantitatis crefcentis v. gr. jVL 
Dico rationan AB : JtX pofle accedere ad rationem aequalitatis , propius quam 
ad eam accedit data quaecunque ratio majoris ad minorem. 

DemonfiruHo. Quaecunque detur ratio majoris ad minorem; fiat ipfi xqast^ 
lis ratio JB ad jiD, quae mioor erit quam jiB. Et fiat jiX> jSD (quod 
.poffibile eft per hyp.) Erit AB : AX<AB i AD. (a) 

Eodem modo demooftratur de altero Limite. 

Fiajiwk fi ratio aequalitatis fiierit limes rationls decrefcentis aut crefcents 
, alicujus quantitatis datae ad quantitatcm mutabilem : Dico quantitatem datam 
limitem effe qu^ntitatis mutabilis a^ereentis aut decrefcentis- 

Sit (ex. gr.) ratio aequalitatis limes Yatioois decrefcentis quantitatis dat^ 
jSB ad quantitatem mutabilem AX Dico: quantitatem mutabilem AX poife 
fieri majorem quacunque quantitate datlL AD, quae minor eft quam AB. 

Eteaim per byp. ratio AB : /iX poteft fieri minor rattone data AB ; AD 
majoris ad minorem» Fa6tum fit: et cum AB : AX < AB : AO 

erit AK > AD. 

Eodem modo demonftratur de akero limite. 

Exempla. Cum perimeter & fuperfiGies circuli limites fint perimetrorura 
& fuperficierum crefcentium aut decrefcentium polygonorum ordinatorum, quae 
circulo infcribuntur & curcumicribuntur: ^^tio aequa|itfitis eft limes rationum 

' A a decrd* 

(a) Qaoniam demoiiftrfttiones pTerflriiinqae' propciidoiitifli hcfc Cn^Jte evolirhimiii ioae- 
qDilfom fBtfonnm proprletfltibm aitiintnr: fi dui noii fuerint fatis notae; ille fldett 
eximiam Differtationem iofcriptarm : Propofitionum de Rationtbus inter fe diverfis 
- Demoi\ftrationeif exfolis Litri F^ EJement. dejinitionibus Q propofiuonibus de* 
duSce; qaam Praefide celeb. Prof. FfLEiDEBXR publice propofoit & defendit onu^ 
Candid* Haubsr. Tubing. 1793. » 



ilecrelceiitium «ut creCbentittm perimetri & fuperfictei circuli, «d perimetroe & 
fuperficies polygonorum regularium ipfi infcriptorum «ut drcumrcriptorum. 
Idem valet de fuperficieb^s & capacitatibus cylindrorum, conorum, fphm- 
rum, refpeftu prismatum, pyramidum, polyhedrorum, quae ipfis infcribuntur 
& circumfcribuntur. 

Item : cum area figurae §. i. Elx. 3. Fig. x. lima fit fummarum cre« 
ibentium aut decrefcentium paralielogrammorum, qu» ipfi infcribuntur aut cir« 
ipumfcribuntur: ratio 3equalitatis efi: limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
ejusdem figurae ad fummas praedi£tes. Idemque valet de folidis ibidem comme« 
jnoratis; & de fummis cylindrorum, qui ipfis infcribuntur & curcumfcribuntur. 

§• 4« Tk$orema. Sint duae quantitates homogeneae limittmi capaces; ad 

quos vel utraque quantitas crefcendo, ▼•! utraque quantitas decrefcendo, con^ 

tinue propius accedit Sitque ratio harum quantitatum mutabifium femper 

eadem; feu aequalis rationi datae: dico rationem limitum ipfarum aequalem 

elfe eidem rationi datae. 

fig.3. SvxtAB^ CD^ limites duarum quantitatum mutabilium AX^ CT. Sit 

tatio JlX : CT femper aequalis lationi datae m : »: dico rationem limitum 

JiB» CD aequalem ^ ddem rationi datae m : m. 

t: i^. Sint AB^ CD limite$ quanritatum mutabilium crefcentium AX^ CT. 

Si rario JB : CD non fit aequalis rationi datae m : n; erit ea major aut 

minor. Tum vero, priore quidem cafu, ratio m : m aequalis erit rationi ali« 

cujus quantitatis minoris ipfll AB ad CZ7; altero autem cafu, ratio m : « aequa« 

lis erit l^tioni AB ad aliquam quantitatem minorem quam CD. Prdnde utro^ 

que cafu unus ex limitibus minui deberet, ut ratio limitis ita inuninuti ad 

alterum limitem fieret aequalis rationi m : n. 

Sit itaque, fi fieri poffit: m : 1» « ^2?: CD'(^CD). Sumatur Cr> Cti 
^quod^ ficri poteft per hyp.) 

Tum fiat ff : ei s CT : AX 

Atqui » : m s CU : AB 

Ergo CTiAX ^ Ca : AB 

Sed Cr > CD (conjlr.') 

Ergo j4X > AB contra hypothefin; cum AB fit Umes 

quantitatis crefcentis AX ^o 
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a*^. Sint AB, CD limites quantitatnm mutabilium decrefceiitium AX, CT, Ffg.3. 
Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n; rurfus erit ea ma-' *** 
jor aut minor. Tum priore cafu ratio m : m «qualis erit rationi ipfius A!3> 
ad aliquam quantitatem majorem ipfS CD; altero cafu ratio m : « jequali^ 
erit raticHii- alicujus quantitatis majoris ipia AB ad CD. Ideo utroque caftf 
unus ex limitibus augeri deberet, ut ratio hujus limitis ita aufti ad alterum 
limitem fieret seqaafis rationi m : m. 

Sit itaque I» : m » AB : CD' OCD"). Sumatur Cr< CD' (quoJl fieri 
poteftper hyp.): Et fit m : m ^ CT : AX 
Atqui n : m' ^ CDf : AB 
Ergo CT: AX» CD : AB 
Sed Cr <i CD 

Ergo AX <- . AB» contrahypothefin; eum^ 

fit limes quantitatis decrefcentis ^X. 

Ratio igitur m : m neque major eft neque minor ratione Ihnitum. Pro- 
inde ratio limitum aequalis eft rationi m : m.^ 

Ob/ervatio. Haec propofitio unum eft ex praecipuis fundamentis methodi 
exhauftionis, qualis fedulo fuit ab Antiquis exculta, atque ab EuciinE & 
Archimede nobis transmifia. 

En aliquot exempUi illam illuftrantia. 

Perunetri polygonorum ordinatorum fimilium , circulis diverfis infcripto- 
rum, funt in ratione data radiorum circulorum, intra vel drca quos defcri- 
buntur. Sed perimetri ckculorum funt Umites perunetrorura crefcentium po- 
lygonorum ipfis hifcriptorum, & Ihnites perimetrorum decrefcentium polygo- 
norum drcumfcriptorum. Itaque perimetiri circulonim funt inter fe m eadem 
ratione data; fcihcet in ratione horum radiorum. 

Item; fuperficies circuU Hmes eft fuperficierum crefcentium aut decre- 
fcentiurti polygonorum ordmatorum, quae ipfi infcribuntur aut chcumfcribun- ' 
tur. Sed fuperficies polygonorum fimilium diverfis circulis mfcriptorum aut; 
chcumfcriptorum funt m ratione duplicata radiorum praediftorum cu-culo- 
rum. Promde fuperficies chculonim fuut etiam m ratione duplicata radio- 
rum fuorum. 

Smt 



Sint duae pyramides ^ue altae, quanim bafes in eodem plano, & qa» 
fite fint ad easdem partes hujus planl Altitudo communis harum psnrami* 
dum fecetur in quotcunque partei aequales: per punda divifionis agantur 
pbmA bafi paraliela; & utrique pytamidi infcribantur & drcumfcribanfcor pris« 
mata, ad normam eorum, quae de paraUelogrammis infcriptis & circumicriptis 
$. I. £x. 3. dida iuerunt Utraque pyramis limes eft fummarum crefcen^ 
tium aut decrefcentlum prismAtum, quae ipfi izifi^ribuntur & circumfcribuntur. 
Proisn^e demonfl:rato; praediftas prismatum correfpondentium fiunmas inter fe 
cife in ratione|data bafium pyramidum; licebit concludere: rationem limitum 
harum fummarum, feu ipfarum pyramidum, aequalem efle eidem rationi datse 
bafium. 

Eodem modo d^monfiratur: tam cyllndros quam conos aequi-altos efle 
inter fe uti bafes: ciun folida haec limites fint prismatum aut pyramidum, quas 
ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 

Hinc etiam fi cylinder 6c conus aequd alti eidem bafi infiflant : cylinder 
efi triplus conL 

Hinc rurfus fuperficies tam cylindrorum quam conorum fimilium funt in 
dupficata ratione dimenfionum fuarum homologarum; foliditates autem in ea^ 
dem ratione triplicata.. 

Hinc tandem fluunt nunquam latis laudata Archimedis inventa de fuper-* 
ficie & foliditate fphaerarum. 

Super diametro circuli tanquam axe defcribatur ellipfis quaecunque. 
Diameter haec fecetur in partes quotcunque aequales; & utrique figurae infcri«< 
bantur & circumCcribantur re£bmgula ad normam eorum» quae §• i. Ex, 3. 
confl:ruaa fuerunt, Circulus & elUpfis limites ;refpeftiv6 funt tam fumma- 
rum crefcentium parallelogranunorum, quae ipfis infcribuntur, quam fumma- 
rum decrefcentium parallelogrammorum , quae ipfis circumfcribuntur. Sed 
fummae reftangulorum circulo & ellipfi infcriptorum aut circumfcriptorum funt 
inter fe in ratione conftanti prioris axis ellipfis ad axem ei conjugatum. Ergo 
etiam circulus & ellijpfis funt inter fe in ratione data horum axium. 

Similiter comparatio inftituitur fphaerae & ellipfoidis, rotatione circuli & 

eUipfis 



cllipfis circa eundem axem genitarum. Nempe folida haec wfpeftiv^ limi- 
tes funt fummarum cylindrorum, qui ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 
Atqui fummae iftae funt inter fe in ratione conftanti, qua eft duplicata ratio- 
nis hujus axis ad axem ipfi conjugatum: ergo etiam ^haera & eilipfois funt in- 
ter fe in eadem ratione duplicata. 

Utiiitas praefentis propofitionis plurimis aliis appUcationibus illuflxari pof- 
fet. Sed haec abunde fuificiant. 

§. 5. Theorma. Duae quantitates mutabiles heterogeneae , five crefcen-^ 
tes ambae, five ambae decrefcentes, fint limitum capaces: et rationes harum 
quantitatum ad duas quantitates datas fint femper inter fe aequales. Dico: 
rationes limitum harum quantitatum mutabilium, ad easdem quantitates datas, 
effe etiam inter fe aequales. 

Sint Q & Q' duae quantitatcs mutabiles. Sint L 6c L' Ihnites harum 
quantitatum fimul crefcentium, aut fimul decrefcentium. Smt C &C duae 
quantitates conftantes. Sit fempcr Q : ^ « Q^ : C' 

Dicoefle i : C = L : C. 
Primus Cafus. Uterque limes L & L' fit limes quantitatum Q & Q' cre^ 
fcentium. 

Si non eft L : C= Ii' : C; alterutra' rationum i : C# L':C!; major erit 
altera; & proinde minuendus erit antecedens majoris rationis, ut alteri fiat 
aequalis. Sitigitur, fi fieri poflit: L — q:C ^ L^ : C\ 
Fiat Q > Z. — 5 (quod fieri poteft per hyp.) 

C 

C (hyp.) 
C. 
C 

intra hyp.) 

Secundus Cafus. Uterque Ihnes L &c L' fit Ihnes quantitatum Q & Q' de- 
crefcentium. 

Si non eft L:C^ L :C: alteratra ratlonum L:C, L : C'; minor erit 
alteri; & proinde augendus erit antecedens minoris rationis, ut alteri fiat 
aequ^is. Sit ideo, fi fieri poffit : L + q:C^L': C. 

B Fiat 



Erit, 


Q : 


C> L-^ 


Sed 


Q, : 


C^Qi 


Et 


L-j: 


c« r 


Ergo 


q: : 


C> ]J 


ideo 


q: 


> i'( 
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Fiat Q < L-^q (quod fieii potcft per hyp.) 
Erit Q : C < L+q4 C 
Scd Q : C - Q' : C 

Et LH: C m» L' :C 
Ergo Q' : C < L* : C' 
ct ideo Q' < L* (contra hyp.) 

Ncutra idco nitionum L : C, L' : C*, tnajor aut inmor eft alterd. Proinde h« 
duae rationes funt intcr fc aequalcs; fcu £ : C => Z,' : C*. 

Obfervatio. Haec propofitio pariter eft unum ex fundamentis methodi ex« 
hauftionis Veterum. Illius opc mcnfuram obtinere licet plurimorum extcnfo- 
rum, datft menfura aliarum quarundam magnitudinum; uri paucis oftendam 
exemplis, defumptis a quadratura parabola: conicae, ^ cubatura paraboloidis 
rotatione parabolse hujus circa axem genit». 
rig.4. Sit ncmpc SM/iB dimidium fcgmentum parabolae conicae, cujus vertex 5, 

abfcifla axis SB, & balis axi ordinatim applicata uiB. Et quaeiatur arca 
hujus fpatiL 

Per verticem ^, dufta tangente SD, compleatur reftangulum JBSD, & 
jungatur SA refta. Dividatur tangens SD in partes quotcunque intcr fe aequa- 
les , quarum una fit PP'. Spatio parabolico exteriori SDAM^ & triangulo 
SDJ circumfcribantur (aut infcribantur) reftangula aequi^-alta (ad normam 
eorum, quae §. i. Ex. 3. funt defcripta). Sint PMmP', P^qP', duo rcftan- 
gula fibi mutu6 refpondentia, fpatio illi & triangulo v. gr. circumfcripta. Or<" 
dinatae PM, P'M' occurrant bafi AB in punftis R & r'. 

Concipiatur triangulum SAD, & reftaoguIum£&fZ7; gyrari drca tangcn» 
tcm SD tanquam axm. Triangulum SAD gignct conum, cui circumfcribcno 
tur cylindri re6bngulis J^ genid; & rcftangulum SBAD gignct cylindrum. 
Per naturam parabolae MP : AD = SP* : SD* 

= PQ» : jJD* 
B P(l* : PR* 
- cylPQqP^ : cylPXB^P. 
Sedi MP: AD ^ MP PR 

» met.PMmP^ : teet.PRS!P^. 
Ergo wes.PMmP': tea.PJlRfp. » cyL/^/»' : cyl PRR^f^' 
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AltitucBne PP' maiiente eldem; tenniiu confequentet onuJnm fimiliua 
proportionum funt etiam conihmtes. 

Hinc f. rtft. PMmP' : C t9a.PRR'P « f. cyl. PgqV j CcjrL PRRP^ 
feo Cteet.PMmP' x ABSD ^f.cyl PggP' t eylABSD, 

Hioc ($.pnef.x) Iiiii.Crea.PJIf mP' : ABSD » lim. C cyLP^^P' : cyl ABSD, 
Sed(S.x.) lim.Creft.PilfjnP' s fpetio parriKdico .<(Af <SZ) 

et lim. C cyL PQ^jP «■ eono gyndoDt tfiangnU SAD genlto, 

Ergo .<12lf£I} : ABSD »caa.ASD : cyL.<fB<SD 

Atqoi (Ardiiin. decono & cyl.) ' con. AJSD » il cyL ABSD 

Ergo AMSD » ^ABSD 

Et .4i)f<SB » l^m 

Hoc efl: dimidium fegmentum parabolae, abfdfia axis, refta axi ordinatim ap' 
plicata, ^ arcu curvae contentum» aequale eit duobus trientibus reftanguli ot" 
■cumfcripli. 

Porro: fit SAB dimi<Uum fegmentum parabolicum, quod gyratione fua ;]».<. 
drca axon SB gignat fegmentum paraboloi'dicum. 

Jungatur SA refta. Du£l& per verticem S^ tangente 5D, ccmipleatur re» 
Aangulum ABSD. Dividatur axis SB in partes quotcunque sequales, quarum 
una fit PP'. Spatio parabolico & trianguio SAB circumfcribantur (vel infcri- 
bantur) reftangula aequd alta (ad normam §. i. Ex. 3.). Sint PMmP^ PQsP^ 
duo reftangula fibi invicem refpondentia, fegmento parabolico 6c triangulo cir« 
cumlcripta, & reQx PM^ PM, axi ordinatim applicatae, occurrant re6be dD 
in punftis RScB!. 

Per nttnnun panbol» eft SP x SB « PM* : AB* 

m PM* : PR* 
mCflPMmPicylPRRP' 
Atqoi SPtSB ^:^ PQ : AB 

m PQ t PR 

« te&.PQqP' : reft.PilA'P' 
Brgo ttet.PgqP : ttELPRRP « cyLPMjnP' : cjlPRRP. 

Aititudine PP' manente eadem : termini confequentes omnium fimilium 
proportionum funt etiam conftantes. 

B a Ergo 
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Ergo t ttSL PQqP : Lreft. PRRP « £ cyl PMmP : CcyL PRR^ 

feo {.tteLPQqP X Tt^ABSD os r.€yl PMmP z cjlABSD 

Iigo Um. f. re£L POf P* : left. .<1B<SD « lim. f. cyl. PMniP' ; cyl. ABSD 

Scd (S-i*E3C3.) lin.f.reft.P^fP' cs triaiiK.^B 

lim.f.cyl.PMmP' « iwrAboloidi AMSB. 

Ergo trhDg.^«SB : teet.ABSD « iMrab..^<SB : cyLj4B<Si7 

Sad triaiig.^<SB b ^eft. jIB^D 

Ergo • IMrtb.A2lf;SBs |cyL^<SI7. 

Hoc eft: jmrabolordes gyratione dimidii iegmenti parabolici circa axem fuum 
genita eft fubdupla cylindri circumfcriptL 

Seholmm. Exempla haec declarant, quomodo cognita ratione duorum ex« 
tenforum fepius determinari poflit ratio, quam invicem habent duo alia extenia 
prioribus heterogenea. In priori exemplo, ratio data, quam mutu6 habent co- 
nus & cylindrus asqu^ alti fuper eadem bafi, deduxit ad rationem» quae inter^ 
cedit inter dimidium fegmentum parabolae & reftangulum circumfcriptum; in 
pofteriori, ratio data trianguli & reftanguli aequd altorum fuper eadem bafi 
idem praeftitit pro paraboloide & cylindro huic circumfcripto. 

§. 6. Theorma. Sint duae aut plures quantitates mutabiles, quae fimul 
fieri pofTmt minores quacunque quantitate propofita: dico earum fummampoiTe 
etiam quacunque data quantitate fieri minorem. 

Sint x^ y^ z, V quantitates mutabiles, quarum numerus », qu» 

fimul fieri poffint quacunque quantitate propofita minores: dico, fummam ha« 
rum quantitatum mutabilium poife fieri quacunque quantitate data a minorem. 

Etenim dividatur quantitas a in tot partes aequales, quot funt quantitates 
mutabiles. Fiant funul (quod pofiibile. per hyp*) fingulae quantitates mutabiles 
un& illarum .partium minores. Proinde fimima omnlum quantitatum mutabi- 
lium minor erit praedifta parte, totiesfumptA quot funt quantitates mutabiles, 
feu minor quantitate propofita. 

CoroUarium j, Idem a fortiori valet de differentia duarum ejusmodi quan- 
titatum mutabilium, & de exceifu, quo fumma aliquot ejusmodi quantitatum 
mutabilium fuperat fummam reliquaruoL 

CoroU 
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Corotlarium 2, Sit quantitas mutabilis, qu^e minw fieri poteft quacunqoe 
quantitate data: & ea quantitas multiplicetur per numerum quemcunque « 
(pofitiwun). Dico, produftum inde ortum poffe etiam minus fieri quacunque 
quantitate propofita. 

Sit » numerus integer: res patet per Propofitionem. 

Si veronnon fit numerus integer: fiat produftum ex quantitate mutabili 
pernumerum integrum, ipfo n proxime majorem, minus quantitate data: edt 
a fortiori produftum ex quantitate mutabili per numerum n miuus eadem quan< 
titate data. 

§. 7. Thioremata varia. 

X*. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. (a) X x T limes fit ratio data 
A : B. Erit (invertendo) rationis decrefcentis T : X limes ratio B : .A 

Quoniam (per hyp.) X : T < A : B ^ 

eft T: X> B : ^. SitB>B,6ci^to]nAeSiA>B:^; 

dico fieri poffe T: X < B: .O. 

Etenimperhyp.fierip6teft X: T> A : B, 

fiat; &erit T: X< S: A, 

2". Si rationis mutabilis crefcentis v.gr. X : T limes fit ratio data ^: B: 
erit (convertendo) rationis mutabilis decrefcentis X : X^T, ]imes ratio data 
jS : Ji—B. 

Quoniam (per hyp.). X : T < A i B 

eft < X: X—T> A:A^B. Sit autem B> B, &proiud« 

A-B < A^B 
. & A:A-B> A : A—B 

Dicd fieri pofle X: X-r < A: A^B. 

Etenim quoniam B>B\ efk A : B < A : B; ' 

Sed (per hyp.) fieri poteft X : T> A : B, 

Fiatj &erit - - - ^-.X-^T < A:A-B. 

3*. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X: T, limes fit ratio data A : B; 

^"* divUendo** '*tionis mutabilis crefcentis X±T: riimes, ratio data 
A+B:B. 

{a) Qaaeciin^ne dieto de ution^^efoelite, dneu iiitelBgafttttt de rttkme decrefceate, 
mntatis motandii* 
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Quomam (perhyp-) X : T < A \ B 

X±T:r<J±B.B: Sitautem^<^; & proindt 

A±B <A±B 
& A±B:B<A±B:B 
Dico fieri pofle X±r: r > A±B:B 

Etenim quoniam A<A 

A: B<A : B 

Sed (per hyp,) fieri poteft X : r>A':B 

Fiat; & erit X±r:r> A±B:B. 

§. 8* Thearma. Duae quantitates mutabiles femper inter fe fint in ra^ 

tione data. Et quantitas data fit limes unius harum quantitatum tnutabilium 

crcfcentis vel decrefcentis : dico, dari etiam quantitatem, quae fit limes alterius 

quantitatis , crefcentis vel decrefcentis , & quantitatem hanc eam efle » ad quam 

prior data quantitas habet eandem rationem datam. 

ng.3. Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 

' « : r. Sit AB quantitas data, quae fit limes quantitatis mutabilis AX crefcen- 

tiis V. gr: dico, dari alteram quantitatem CO, quae erit limes alterius quanti^ 

tatis mutabilis crefcentis CT; & quantitatem hanc CD eam efle, ad quam quan* 

titas data AB habet rationem datam a : r. 

Etemm fiat n : r » AB : CD 

per hyp. AX : CT = a : $ 

Ergo AX : CT = AB : CDi jamvero>*Bt>^X(h3rp.); ergo 

CD>Cr 
hinc AB-AX.CD-Cr^ AB : CD 

feu XB : DT ^ AB : CD ^ a : a ^DT^ SXxL 

a 

Sed (per hyp.) BX poteft fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
(§•6.) & DT fimui minor reddi poteft quacunque quantitate propofita. Et 
proinde quantitas CD^ femper major mutabili CT, limes eft magnitudims hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. ^ 
§• 9. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
tionem ad duas quantitates datas A^A. Detur quantitas C, quae limes fit 

unius 
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unius illarum quantitatum five crefcentls five decrefcentis. Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C", quae fit limes pofterioris quantitatis 'mutabilis paritet 
crefcentis aut decrefcentis; & quantitatem hanc C eam efle, qui fiat C : -rf » 
C' : -^. Demdnftratur eodem modo quo Theorema praecedens. 

§. 10. Theorem. Duae rationes mutabiles fint femper inter fe aequales; 
& fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis: dico, eandem rationem datam efle etiam Umitem pofterioris ra-» 
tionis crefcentis vel deaefcentis. 

Sit femper X : X' =^ T : T. . , 

Et femper fit (v. gr.) -X" : -2^' < -rf : C; fed lim. -? : X = -rf: C 
Dico etiam --•.--- Um. T •T » AiC^ 
Etenim (per hyp.) X.X^TiT 
Sed X:X'<J:C 

Ergo T:r<A:C. Sit OC; &proinde^:C>^:C. 

Fieri poteft (per hyp.) X:X'> ui: C; 

Fiat,- & erit r : r' > ^: C. Proind? ratio A : C etiam eft lime$ 
incrementi rationis T : T. 

CoroUarium. Si ratio aliqua data limes eft rationis duarum quantitatum 
mutabiliom: ead^ ratio data limes quoque aft rationis quantitatum, quae funt 
3equd - ffiultiplae vel aequd - fubmultiplae pofteriorum. 

§. II. Theonma. Sint duae quantitates datae, quarum una fit lunesaliw 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis; altera.yero limes fit alterius quanti^ 
tatis mutabilis crefcentis; ita ut magnitudines, quibus duae quantitates muta« 
bi^es a Umitibus fuis refpeftivd diflerunt, fimul fieri poflint minores quibuscun^ 
que quantitatibus propofitis. Dico: rationem, quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem, efle limitem ratioms decrefcentis, quam prior quantitas muta** 
bilis habet ad pofterioreqi. 

Sit jIB iimes <piantitatis mutabilis decrefcentis^; & CD limes quantita^ Fig.6. 
tis mutabilis crefcentis CT. Quoniam ^^ ^ CD' ®^ ^X:CT> AB : CD. 
Dico: rationem AX : CT pofle reddi minorem quacunque ratione propofita, 

qu» major fit ratione AB : CD. 

' ' '' Sit 
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Sit enim propofita ratio qnaecunque vW ; CE major ratione jiB : CD. 
Erit CE < CD. Porro, flt quantitas CF %^^', & fiat, uti AB : CE, iu 

JIG : CF. Quoniam CF> CE, erit JG > AB, Fiat funut "IJ? ^? 
(quod fieri poteft per liyp.) 

Dico, fore AX : Cr<AB:CE 

Qnoni»m AX < AG; . . / AX: CF<AG: CF 

<AB : CE 
Atqni CF <Cri ergo jlX:Cr<AX:CF 

Ergoifortiori AX:Cr<AB:CE. 

ObfrrvaHo. Ffinc ratio pofterioris quantitatis dat» ad priorem eft limes ra- 
tionis crefcentis pofterioris qoantitatis mutabilis ad priorem (§. i.) 

§. is. Thtorema. Sint dux quantitates datae, quae ambae limites funt 

duarum quantitatum mutabilium funul decrefcentium; ita ut excefllis, quibus 

limites fuos fuperant, pofllnt fmiul fieri minores quibuslibet magnitudinibus da- 

tis. Dico, rationem duarum quantitatum mutabiliom fimul fieri pofle majo- 

■ rem quacunque ratione datft , quae fit minor ratione prioris limitis ad pofterio- 

rem, minorem vero quacunque ratione data, quae major fit ratione prioris limi* 

tis ad pofteriorem. 

gigfj, SintAB» CD limites duarum quantitatum mutabilium decrefcentium AX, 

CT. Dico, rationem AX : CT pofle fieri fimul majorem quacunque ratione dati 

' AB : CE, quK fit minor ratione AB : CD\ & minorem ratione dati AF : jCD, 

qvas fit major ratione AB : CD. 

Dmonftratio. Etenim, fiant fimul "^ ^ "^^ ^^^ ^®*^ ^^^^ ^ ^^"^ 
co. Qoonim AX > AB, cft AX : CE > AB : CE 
Atqoi Cr<CEi etSpAX:Cr>AX: CE 

Ergo * fortiori AX : Cr > AB : CE 

%o. Quoniam Cr >CD, eBt AF : Cr< AF : CD 
Atqni AX < AFi etgp AX : Cr < AF -: Cr 
Ergo a fortiori ..... AX : Cr< AF : CD. 
NB. Idem obtinebit, fi quantitates dat3e fiieiint>lljmtes duamm qiiantita- 

tum mutabilium crefcentiom. ■'.■,. 

Ob/erm 



Objervaiio. Quamvls hisce cafibus ratio limitum AB & CD non poflit dici 
femper eife major aut femper minor ratione quantitatum mutabllium JLX^ CT^ 
quod ftrifto fenfu juxta definitiones (§. i.) requiritur, ut ratio data jIB : CD 
dici pofiit limes rationis mutabilis AX\ CT; attamen, quoniam pofteruM: nn 
tio, five fit major priore, five e& minor, ad illam ita accedere poteft, ut minu$ 
ab ea difTerat, quam duae rationes propofitae quaecunque, quarum una major 
ialtera minor eft ratione limitum, ita ut nullus fit exiguitatis quantitatum jffF» 
DE limes, quo rationum AB : CE, AW : CD ad rationem AB : CD acceflus co-« 
hiberetur; iiquet tanto maps, rationis AX: CT a ratione AB : CD difcrq^au- 
tiam intra limites continue arftiores pofle contineri. Et proinde ratio data 
AB : CD dici quoque poteft ea, ad quam ratio AX: CT propius propiusque ac- 
cedit, quamvis fluxu non aequd continuo & regiilari, uti b omnibus exemptis. 
antea propofitis: ciim ratio mutabilis AX: C7* alternis vicibus poflit major aut 
mlnor fieri ratione data AB : CD. 

Exemplo hoc ducimur ad alteram fpedem fimitum rationum, paululum ab 
ea, quam §• i. definivimus, diverfam. 

^ 13« Definitio. Ratio mutabilis poflit altemis vicibus fieri major aut 
minor ratione dsLtk; ita tamen ut ad rationem datam propius accedere poflit, 
quam ad eandem accedit quaecunque alia ratio propofita, five major priori n^ 
tione dat^, five minor: prior ratio data dicitur etiam linies rationis mutabilis; 
& heic quidem obtinet limes rationis tan} crefcentis quam decrefcentis« 

Idem difcrimen locum etiam biabere poteft in iimitibus quantitatum, quod 
fequenti exemplo prorfus fiunildtri declaratur. 

Sit p minor unitate, & fit progreflio i-p^^-f^+p^-f^. . • . .hF^*^±/^""'* 
Vera (unama hujus progreflionis eft -i— j- -^!^; prouti % eft numerus "^^- 
Proinde numero n altehie fumto impari & pari, fumma illa etiam alterne ftt 
major & minor quantkate — ?— . Quare fenfu ftrifto definitionis (§. x.) quan- 

titas ----- dici nequit limes efle firnimae feriei propofitae ; cum haec fumma ne« 

que fempcr major fit, neque femper minor quantitate -I—* Cum yeto tam 

C excef- 
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excefTus, quam defeftus, quibus fumma progrefTionis diflcrt a quantitate — JL. , 
poffint quacunque quantitate propofita fieri minores; quantitas ^11"« 3^'® etiam 
nunc dicitur limes fummae, five crefcentis, five decrefcentis, propofitae progref- 
fionis. 

Idemque dicatur de plurimis progreflionibus decrefcentibus» quae alterni 

.exceflu & defeftu difTerunt ab aliqua quantitate data; ita tamen ut tam excef- 
fus quam defeftus poflint fieri minores quacunque quantitate propofita. Ex^gr. 

-fit p quadrans circumferenti», cujus radius = i ; 

fit if = I - I + I - I + i - tV 

• Et quamvis fumma. hujus feriei alternd fit major- & minor eadem qunntitate 
data |p; hsec tamen absque dubio limes illius',efle cenfetun Sic & log. hyp. 2 
dicitur limes fummae i— i + i — i + i — J + . • . . 

Conjunfta utraque limitiun notione, duo poftrema theoremata brevius fic 
enunciantur: Raiio Umitum dmnm qumtitatmm mutabilium Umes eft rationis ipjhrum 
quantitatum mutabitium* 

Exempla. Rationes tam perimetrorum quam fuperficierum duorum circu« 
lorum limites funt rationum perimetrorum & fuperficierum polygononmi reg^- 
larium five fimilium five diflimilium, quae circulis ckcumfcribuntur & infcri- 
buntur; five polygona circulis fmiul circumfcribantur, five ipfis fimul infcriban- 
tur; five tandem polygona fint uni circulo circumfcripta , alteri infcripta. 

Pariter fi absque limite imminui pofiunt quantitates x fiL y: ratio quanti- 
tatum a & & limes eft rationum a+x : i±y« 

§• 1+ Theorma. Ratio compofita ex rationibus, quae limites funt dua- 
.rum pluriumve rationum mutabilium, limes eft rationis compofitae ex iisdem 

rationibus mutabilibus. 

. 

I®. Sint duae rationes mutabiles femper refpeftivd ^^Q^ff duabus rationi- 
busdatis; fedquae fieri poflint/iiii»/refpeftiv^ maiorcs ^*^^^ rationibus qui- 
buscunque JJ[fnoribus ^^^^ praedi6te rationes datae. Dico: rationem compofi- 

tam ex duabus rationibus mutabilibus (quae femper ^^i^l eft ratione compo- 

^ ^ ^ nunor 

fita 
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mmorem 



fita ex duabus rationibus datis), pofle fieri JJJ^JQyenl quacunque ratione data, 

Quae °^?J^^ fit ratione compofita ex rationibus datis. 

* mmor * 

Cum modus demoflftrandi idem fit pro utraque inaequalitatis fpecie: fuffi* 

ciat (brevitatis caufa) de altera illarum propofitum evincere. 

j^B • BC 
Sint igitur duae rationes dat^e ^^ ] cD' * ^^^ ^^ rationes mutabiles Fig.8. 

J: J. i^ Sitfemper J:^^^^:^^; fed duaerationes J:^ fimul fieri poffint 

minores quibuscunque rationibus datis, quae fint rationibus «^ .' ^^ refpeftivd 

majores. Dico, rationem X : Z (quae componitur ex rationibus y '. 'W* 

pariter minorem fieri pofle quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 

j4B • BC\ 
jiB : CD (quae componitur ex rationibus ^^ 1 Cd)* 

^^ . . , \ X : Y > ^ : BC 

Et primo qmdem, quoniam y . 2 > BC • CD 

erit femper X : Z > AB : CD. 

Jam proponatur quaelibet ratio AB : ^E major ratione AB : CD (& pro- 

inde fit CE < CD\ Probandum eft fieri pofle X:r<AB:CE. 

Fiat, oti BC:CD, lU BF : CE. Et qabiiitiii CD>CE; erit BOBF. Fiit 

etiam (qood poffibUe per hyp.) X : r( <AB : BF) « AB : BGiBG>BF)i &fiat 

fimal (qaod poffibile per hyp.) T : Z (fy^BF : Ce) < ^G : CE 
Erit ideo X i Z .....< AB i CE. 

Nempe: ratio X: Z potuit fieri minor ratione quacunque propofita AB : CE, 
qu3e major eft ratiotie dqta AB : CD. 

2^. Sint duae rationes mutabil^s, quarum una feniper major fit aliqua ra- 
tione data, altera vero femper fit minor, aliqua aitera ratione data: ita tamea 
ut prior ratio mutabiiis poflit fieri minor qbacunque ratione propofita, qu 
majpr fit priore ratione data; &/W11/ pofterior ratio mutabilis poflit fieri m?- 
]or quacunque ratione propofita, qfOt minor eft pofteriori ratione data^ Dico: 
rationem compofitam ex duabAs rlttionibus: mtitabflibus'. ^ffe fieri tum majoH 
rem quacimque ratione propofita, quae minor fuerit ratione-compofita ex dua- 
bus prioribus rationibus datis; tum & m;norem quaeunque ratione propofita, 
quae major, fuerit ratioiie compofita ex pra^fiis ratlpnibus datis. 

C z Sint 



Sint J : J du« rationM nmtabacs, &;rmt "ifi ; ^^ diue rationes da« 

t»; ita ut femper 7* t 2 < 5C : CD^ Liquct nihil exinde con^udi pofle^ 

quod ad inaequalitatem (imo 6c quod ad asqualitatem) rationum, quae ex ratio« 

nibus matabilibus, & ex rationibus dads componuntur. 

Sit autem ratio uiB : BC limes rationis dccrefcentis X: T; &: 

fimul iit ratio BC : CD limes rationis crefcentis T : Z. 

Dico, fationem .....•.• -2^:''^ pofle fieri "jl^^^lll 

maior majorem 

^acunque ratione propofita, quae ^d^ fit ratione data jfB : CD. 

rig.9. 1^« Sit ntio propofita JEi CD major ratione AB : CD (& proinde fit 

AE > AB). 

Fist (qood poffibil«t per byp.) X % T < AE \ BC 
Sed eft femper (per hyp.) T : Z < JC x CD 
Ergo erit X : Z < -AE : CD, 
it'?. Sit ratio propofita AB : CF^ minor ratione ^A : CD (& proinde 
CF>CD)., 

Rftt (qnod poflibile pcr hyp») T i Z> BC i CF 

QnoDiam eft femper (per byp.) X i T> AB : BC 

& faftam fiut T t Z > BC : CF 

Erit "XTZ > ^ : CF. 

Proinde » propofids duabus rationibus^ AE : BC^ & BC : CF, quarum 

prior major fit ratione data ABiBC, & poflerior minor fit ratione datai7C:C0; 
^ ^ ^ , XzT <AE: BC. .^ ^^. X z Z < AE : CD 
fiatfimul r.Z>BCzCF^ ent fimul X:Z>AB:Cr 

Qnoniam autem rationes propofitae ^^ \ ^^ poflUnt efle rationes quaecunque 

^j^^?^ ratione ABiCD^ utcun$ie parum ab ea diverlae: tanto maeis rado 
nunores ^ ^ ^ o 

'X : Z^ five major {uerit ratione AB : CD^ five eadem minor, pdteft ad illam 
accedere, ut ab ea minus difcrepet, quam alia ratio quaecunque» fiye major 
^e milior ratione AB : CD. Hinc ratio AB : CD eft limes (juxta $• 13«) ra- 
tionis mutabilis X:Z. 

3^. Sint plures rationes mutabiles femper refpe6^ivi majores totidem ra- 
tionibus datis; ita ut priores rationes poffint fieri fimul aninoras totidem ratio- 

nibus 



nibus propofiti», qa» fiierint majores rationibQs datis felpeaivd: dico, «tio. 
nem compofitam tx ratiombus datis efle limitem ratioms decrefeeittis eoinpd» 
fitae ex iratimiibus mutabilibus. 

SdUcet, fitv.fr. A : B < X : T ^ Bm.'decf. X: T 
B:C <- r :Z - HBi.decr. TiZ 
C :D^Z tF OM Vauieei. ZiF 
Ettt A:C<K:Z mm Ii».d«cr. X:Z 
Atgui C : <- Z : J^ -■ HnLdecr. Z : r 
Ergo .rf : 17 < X : F" „ liiii.dMr. X t V, 
Et fi propofita fuerit quarta ratio tam mutabilis, quam limes hujus raCionit ' 
decrefcentis; eodem modo demonilrabitur, rationem ex quatuor rationibus datBi 
compofitam limitem efle rationis decrefcentis compofit» ex quatuor rationftu» 
mutabilibus: 4c fic deinceps, quicunque fit numerus rationttm propofitarum. 
4*. Sit ratio ,<f :^ Ii»es rationis crefcentis X : r 
B : C limes rationls decrelcentis T : Z 
C t D limes rationis crelcentis Z : y: 
Dioo: ratiooem Jf : F (quas componituif ex rationibus r':z\, pofle fieri 
SS' quacunque ratione propofita, qu« ^i?°; fit ratione'J^Z> (quaecom- 

ponitur ex rationibus B : C J j feu rationem C : O cfle limitem rationis JK- : ^. 
Sint -<«, BC^ CD, DK ipfis 

jf, B, C, £>r refpe^V^ 3equare& ?«•'* 

"^ i».Stra^^opofita^ft:C/?mihorratione^B:CD; &proindefit>«<^J 
fmnatur Ab'%f^; & fit, ^Jb:DE, ita Ab^^De'. & promde Rt Dei> DJ^ 
K*t (good poffibile per Kyp.) X : r > ^''.' fic' 
Eff fvmper f* : Z > BC r C&> 

Fiit (qpod poffiUle per liyp.) Z sV^ CD : D¥ 
Idt X» r> wftjDif 

> Ah :DE, 

a*. Sit»tiopropofita^5:Z)f maJQcrat^one^:Z75 (&proindcO«<Oj& 
Fiat, Qti CD i D£, ita C4 : De-f &proindefit CM<CZ?. 

^3 . Eft 



it 

Eft fcriiper (liyp.) X i T < AB i BC 

^ Fitt (qaod poffibile per hyp.) T i Z < BC \ Cd 

Et eft fempd: (hyp.) Z i V <^ Cd i Bt 

Ergo Ki F <^AB X Dt. 

Proinde ratio X.-rfieri poteft JJJ?|^ quacunque ratione propofita JJ^^J^ 
quam ratio AB : DE, Proinde (§. 13.) ratio AB : DE eft limes rationis -X" : K 
Methodum demonftrandi reliquos, qui heic obtinere poffunt cafus, abunde 
hocexemplo liquere exKtimo. 

Obfervttiio. Gifus, ubi uoa aut plures rationes conftantes occurrunt compo^ 
^ndae cpm rationibus mutabilibus (limitum capacibus), ita facilis & evidens 
eft ex prsecedentibus, ut uno exemplo eum fufficiat illufhrare. 

Sit ratio A : B, limes rationis mutabilis decrefcentis X x T. 
Sit ratio B : C, aequalis femper rationi T : Z. 

Dico, ratiouem A : C efle limitem rationis decrefcentis X : Z. 
Etenim qooDitm X i T > A ', B 

*t T: Z = B xC ''^ ' 

Erit femper X i Z > A x C ' 

Sit ratio data A : C major ratione data A\C(^A> A). 
Fitt (quod poffibUe per hyp.) X : r < ^' : B 
Eft femper r : Z = B : C 

Ergo X : Z < ^' :.C 

A ' B 
-Proinde ratio A: C compofita ex rationibus ^ '. q limes eft rationis decrefcen- 

tis X : Z. 

Corollarium i. Nominatim, fit aliqua ratio data limes rationis mutabilis, 

crefcentis vel decrefcentis; ratio du^licata, triplicata, quadruplicata, 

prioris pariter erit limes rationis crefcentis aut decrefcentis> q^x eft duplicata, 
triplicata, quadruplicata ------ rationis mutabilis. 

Hinc fpeciatim, fi ratio quKpiam data limes eft rationis rautabifis cre- 
fcentis vel decrefcentis dimenfionura homologarum duarum figurarum funilium, 
fuperficililium vel folidaruni: prior ratio duplicatalimes eft' rationis fuperficie- 
rum figurarum; eademque ratia triplicata eft limies Afionis capacitatum figura-* 
tum foUdarum. • ^'"'«'^ 
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Corollarium.2. Strationes, qxm funt limites duarum pluriumve rationimi 

mutab^ium, refpeftivd aequales*fint.rationibus^ quae funt limites totidem alia« 

rum ratlonum mutabillumi; dico: radonem, quae eft limes rationis exprioribus 

.rationibus cempofil^, aequalem efle rationi, qu» eft^limes rationis ex poQ:eria- 

ribus compofitae. 

Exmplum. Sit lim. X : r(= a : O = lim.-y : r' 

lim. r : Zi^ b : = lim.2^ : Z- 

lim.i! :J^(a3;:r.:;if)U3>lim.Z' : ^, & fic ^einceps 

erit lim.-X : r(« a : d) = lim.-S:! uV\ 

Pariter fit lim.JT : r(=4= » : b) =' hm.X' :'r' 

r :2(« * : r) =lim.r : 2' 

lim.i: : r(= i : if) = 2* :>' 

Erit lim.X : r(= a i d) = lim.-y' : Z'; & fic deinceps, 

quicunque fit rationum numerus, & quomodocunque rationes liinites & ratio- 
nes confl^tes in fimilibus propOrtionibus inter fe combineritur. 
CoroUarium 3. Sirationis X : T limes flt ratio -rf : B 
&rationis Z : V limes fit ratio C : D 
fit etiam rationis XZ:IV limes ratfo AC: Bp. 

Etenim quoniam ,A\B « lim. X : T 

JCiBC « lim.-X2:22 

Pariter BC:CDr=: lim. rZ:3TP^ 

Hinc ' AC :CD ^ lim. XZ : TF; quod verum, 
quicunque fit rationum numerus. 

CoroOarium 4, Rationis A: A + x limes fit ratio aequalitatis. Rationis 
-^ ± * : r limes fit ratio data a : b. Dico, rationis A + x : T"^ x limitem 
efle rationem a : b. 

Dem. Quoniam Km.^ A :A+x == i : i 
et lim.^±Jg: T «= a : * 

Erit Um. A ; T =a : b (§.14.) .. 



Hinc lim. A :A+T = a :a+b (§. 7,) 

Sed lim. if+Ar: A ^ 1 : r 

Ergo lim.^±;c:^+r = a : a+* (§. 14.) 

Hinc lam.A±x;r+x ^ a : b (§. 7.) 



§. 16. 



a4 

$. 15« Thearma. Ratioms X : T limes fit nttio daCa « : 6 
& rationis Jr* : 7*' limes lit eadem ratio a : fr« 
Dico, rationi» X+Jt : T+P limitem effe rationem a : fu 
i^« Ratio data a:b, limes fit utriusque rationis decrefcentis X: T» X': T^^ 
Eft ideo fenpec X : f^ ' > a : & 
' X^ : r > a ^ ft 
Ploinde X;fX:r+r> a : ft 
Sit ratio pro|Kifita quaecimqae a + aihmijQX ratiane 4 : fr. Dicot fieri poffe 
X+X: T+r<a+a:h. 

Eteninit Hat finml X x T <* a + m x b 

X i r ^< a + m t b (qnod fieri poteft pec fayp.) 
et erit X+X': T+^ < a + - : fr. 
i^, Demonftatio eadem eft, ft ratip data a : & iimes fit utriusque rationi» 
crefcentis X i r, £' . r, 

3®. Ratio data a : b limes fitrationis decrefcentis X : 1* 

limes vero rationls crelcentis JIT': 2"* 

Kco, rationcm JT+Z* : r+ J^ poife fieri 5J!J-o"JJ quacuncpe ratione data 
«+« : * matore ^ . majorem 

t. ~7J quam ratio a ; *, 

Et«nim per. fiipp. fieri potaft X : f <;« + •:» 

Fnt, & eft fempet X* : S* < a + mtb ^ 

JEfRO etit X+X»: r+T' < a + m t b. 

Utm per fopp. fieri poteft X : S^ > a — « : 6 
^t, & eft femper X : F > a—mib 

Ergoerit X+X:r+r > « — •:». 

Corolhrium. Si rationum quotcunque X: T, X*: I"', X':T', JT: J*.....' 

limes fit ratio data a : A; erit etiam rationis X+X + X^+X' : 

r+ 1"+ r'+ r . . ... liihes ratio a : *, 

$. i6. Theoremu Sk x quantitas nyitabilis, qu» poteft reddi minor qua« 
cunque quantitate propofita. Sint ji, B, C, D . , . . L, M, N co«fficiente« 
magnitudine datL Sbxt etiam a, b, t,^d , . , . t, m, » exponentea 
pofitivi dati non n^res unttate, 6c faccefliTe crdcentes. Sit Q, fundio quan- 

titatis 
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titatis mntabilis x^ qualk fequitur: 

Q s Ax^ + Sx^ + Cjpc + Dx^ + • • • • /^^ + JKv» + Nx^. f 
Dico, funaioaem Q poffe fieri minorem quacunque quantitate propofita. 

ConftruSRa. Determinetur quantitas x, fic, ut quilibet terminus feriei pro- 
pofit» inde a primo Ax^ major fit termino qui illum immediate fequitur bis 
fumtd. Scilicet, fi duo termini quicunque contigui, fmt Lx^ , Mx»^; fiat 
Lx^>2JIIx^; feu jf»-i< -~; & fiat x minor quolibet horum valorum ita 
determinatorum» 

Primuf Cafus. Omnes coefficientes Jj B, C, D*^.L^ M, Nfmt pofitivi. 
Quoniam unusquisque terminus major efi; termino qui iUum inunediate 
fequitur bis fumtd, quilibet terminus major efl: fummft onmium termlnorum 
fubfequentium, & nominatim, primus terminus jIx» major eft fummft onmium 
reliquorum. Proinde Q<2i*f», Atqui cum x fieri poflit minor quacunque quan- 
titate data , a fortiori x^ poteft reddi minor quacunque quantitate data, & etiam 
(§. 6.) 2Ax^ poteft reddi minor quacunque quantitate propofita; & proinde Q 
poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Secunduf Cafus. Cofefficientes dati B, C, V, E . . . . £, ilf, J\r, qui pri- 
mum fequuntur, non fint omnes pofitivi. 

Omnibus ut antefaflis, tanto magis hoc cafu erit Cl<i2Ax^; unde Q poteft 
reddi minor quacunqtie quantitate propofita. 

Quod fi A fit quantitas negativa: omnia pariter vcra erunt, fignis mutatis. 
Nmiuatim. Exponentes a, b, c^ d . . . . l^ m, n, fequantur progreflionem 
arithmeticam Humerorum naturalium; ita ut fit 

Ci^ Ax + Bx^ + Cx^ + Dx^ + . . . Lx^-2 + Mx^-i + Nx^. 
Fafto Q<2^x, poterit Q effe minor quacunque quantitate propofita. Et quo« 
niam hic cafus eft omnium firequentiffimus : ad illum obfervationes fequentes 
earumque demonftrationes applicare fufficiet. 

Obfervatio i» Quaecunque difta funt de ratione dupla, potuiffent etiam dici 
dequavis alia ratione majoris ad minorem. Scilicet, f exiftente numerd ma-^ 
jore unitate, fi ratio cujuslibet termini feriei Q ad terminum, qui illum im- 
mediate fequitur, fafta fuerit major ratione numeri p ad unitatem, erit 

D Q< 



Q < -^Ax; & proinde (pcr hyp. & §• 6.) Q poteft reddi mihor quacimque 

quantitate propofita. 

Obfervatio 2. Quae difta fuerunt de cafu, quo numerus terminorum feriei Q 

datus efl:, applicari etiam, fub datis conditionibus, poiTunt adcafum, quonu^* 

merus terminorum eft iUimitatus. Quod accurate evolvi meretur, & in Differ- 

•tatione jam memorata Expofition elmentaire des Principes des Calculs Jiiperieurs haud 

congrue fuerat omiifum. 

!•. Coefficientes -^, B^ C, D fequantur legemaliquam decrefcen^ 

tem* FiatJc<f. Erit ** > 2x^+K 
Sed ponitur L > M 

Ergo a fortiori Lx^> iMx^+h Proinde fafto Ar<f , omnes ter-i 
mini funftionis Q fequuntur progreffionem decrefcentem, & quidem velocius 
quam progreffio geometrica, cujus quilibet terminus eft fubduplus termini prae- 
cedentis. Proinde a^ix major eft fununa progreffionis, quicunque iit numerus 
terminorum, & Q poteft reddi minor quacunque quantitate data. 

2^. CofefficieDtes yf, ^, C, D . . . . crefcant juxta progreffionem geome' 

tricam quamcunque. SSit ideo Jli = pL 

fafto X < JL 

2p 

I 



erit jci+i <S 

2p 

et JlfxH-i < ILxi ; feu Lx^ > rtJf&i+i. Ideo ter- 

minus quilibet njinor erit duplo praecedentis : unde ut prius concludetur. 

3<*. Cofefficientes ji, B, Cj D crefcant quidem, fed lentius quam 

juxta aliquam progreffionem geometricam. 

Ita omnes termini, qui priores duos fubfequuntur, minores erunt, quam 
fi coefficientes dati crefcerent juxta progreffionem geometricam, cujus expo- 
nens effi^t exponens rationis fecundi termini ad primum. Unde praecedens con^ 
clufio valet a fortiori. 

4®. Coefficientes J, B,C, D crefcant quidem a primo indc usque 

ad coefficientem datumL, velocius quam in progreffione geometrica, fed ab hoc 
inde (fi crelcere pergant) lentius quam in progreffione geometrica crefcant. 

Fiat 



Fiat (uti 3®.) terminus, cujus coiffficiens L major fumma omtiium ter- 
minorum fequentium. Tum per conftruftionem hujus theorematis fiat primus 
terminus major fumma omnium terminorum usque ad terminum, cujus co6'ffi-' 
ciens L* Erit, a fortiori, primus teHninus major fununa omnium terminorum 
fequentium. 

Quod attinet ad cafus, quibus co&^fficientes non funt omnes pofitivi, aut 
quibus alterne crefcont & decrefcunt juxta legem datam, &,quod ad incrementa 
iUorum attinet, modo conditionibus praecedentibus confentaneo: conclufiones 
illis cafibus a fortiori neftuntur. 

Ceterisverocafibus, quibuscoefficienfesultra omnem limitem crefcentes ali- 
quam legura incrementi praecedentium fequi non confl^t: haftenus dubito, theo* 
rema poffe feriebus, quarum numerus terminorum eft indeterminatus, applicarL 

§• 17. Ut neceflitas pracedentium diftinftionum luculentius pateat, ex- 
emplum evolvam, quod in fequentibus niagni erit momenti. 

Exmplttff». Sit x^ potentia quaecunque quantitatis variabilis x, quae, mu- 
tata j»in x±Ax; fit 

xn+nxn-iAx + l.—xn-2^x^±!L...!LZ3xn'^Ax^ + ^...!!iZlxn^^^ 

Proinde potentia x^, mutatft xia x±Ax^ accipit mutationem, 

+ r«jcMAx + l.*ilixtt-«Ajt» + -...— x«-3Ax3+£._^ X 

— ^ ~ia 13 14 ^^ 

Jam vero ponatur , mutationem Ax pofle fieri minorem quacunque quantitate 

propafita: dico, mutationem fimul faftam potentiae x^ etiam quacunque quan- 
titate propofita fieri poffe minorem. 

i*^. Sit n numerus integer pofitivus. Prior feries abrumpitur, & proinde 
affertum verum eft per §. 16. 

a®. Sit n numerus pofitivus non^-integer major unitate. Series prsecedens 
non abrumpitur quidem , fed facile demonftratur : coefficientes terminorum, ia 
quibus exponens mutationis Lx fit major quam n+i, continue decrefcere. 

Etenim fit m numerus integer pofitivus immediate minor quam » + i. 

Coefficiens tennini jc»-»A*« ,^ erit — . — n-i^-^\ Coefficiens alius 

1 2 m ^ 

D z cujus- 
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cojuscunqne feqaentis termini «■-(«+OAji^' eft 

T * ~^ m+^ «H-2 w+^^+i ' 

cujus cum certe unusquisque faftor, inde a faftore ^^ fit fraftio vera, prsc- 
difti cogfficientes continue decrefcunt; praeterea iidem alterne fiunt pofitivi & 
negativi. Proinde (§• 16.) feries propofita poteft fieri minor quacunque quan^ 
titate propofita. 

3^. Sit II numerus negativus quicunque major unitate» 
Series prsecedens non abrumpitur quidem, fed exponens rationis duorum 
cofifficientium fefe proxime f6quentium continue decrefciU Etenim co6'fficien« 
les trium terminorum fefe proxime fequentium, fmt 

n n+i n+m 

1 * 2 ' ' • " m+i 
n n+i if+f»+i 

F * 2 m+z 

n n+i n+m+2 

I ' 2 • • • • ' m+3 

Exponens rationis fecundi horimi cofefficentium ad primum, eft ^^ - ? = i + ^5—?; 
'^ m+2 m+2 

et exponens rationis coMcientis tertii.ad fecundum eft ?^[^^ g=i+^^: 

et quoniam ^^^ <^^> praedifti co6*fficientes lentius quam in progreffione 
w+3 w+^ 

geometrica crefcunt. Sic igitur fumta ratione — , ut primus terminus feriei 

X 

praecfedentis major fit fecundo ejus termino bis fumto, tanto magis quilibet 

allus terminus major erit duplo termini fequentis; proindeque applicari poteft 

demonftratio §• 16»'. , 

4°. Exponens n fit numerus negativus minor unitate« 

Singuli faftores cofefficientium l.tLl . . . !1±!!, funtfraftiones verae, & 

r a m+i* 

proinde coefficientes continue decrefcunt Quare tanto mag|g applicari poteft 

demonftratio §. 16^. 

In omni igitur cafu mutatio ili,?^^J^ poteft reddi minor quacunque 

quantitate propofita^ 



§•18. TheorenuL Omnibus ut in theoremate ,§• i6. pofitis , fit 

Q = jP + ^xa + ^jfb 4. Cxc ^ Z>xd + + Lx^ + JHx« + Nx^. Dico, 

rationem sequalitatis efle limitem rationis Q : P decrefcentis aut crefcentis, 
prouti ^ eft quantitas pofitiva aut negativa. 

Etenim (per theorema §. 16.) fiat priore cafu Q <J P + ^^x^ 

altero Q > /> — 2^x», Ratio 

«qualitatis efl: limes rationb decrefcentis P + zAx» : P 

& limes rationis crefcentis P — z^x* : P. ^^^^' ^ fortiori, ra- 

tio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis aut crefcentis Q : P, prouti ji eft 
quantitas pofitiva aut negativa. . 

Obferuatio. Quae de cafu, quo numerus terminorum fimftioms Q eft iJliini-* 
tajtus, praecepta fuerunt (§. 16. Obferv. 2.) huc pariter valent 

ExempUtn. Sit Q ^y» — (.y— Aae)'" ^ mutatio A* poffit fieri minor qua- 

cunque quantitate propolita; ratio aequalitatis eft limes ratioms Q : nx^t, 

§.19. JppRcatio. Sint * & y duse quantitates, qu3e fimul fieri poffint 
quaomque qUantitate propofita minores. Sint Q & Q' duae funftiones praedi- 
ftarum quantitatum conditionibus §§. i6 — 18. confentaneae, ita ut fit 

Q = P + Ax* + 5jc«> + C*c + JDjfd + 

Q( ^ P + Ax»f+ B!x^+ Cx^+ iyxi'+ ...... 

Dico, limitem q_ : C( ^ P : K , 
Etenim: lim. Q : P = i : i (§. i8.) 
P : ff => P: P 
lim. i'' : Q = I : I (§. i80 
Ergo lim. Q : Q' = i» : /y (§. i+) 

§. 20. Theortma. Sit * quantitas mutabilis, quae major reddi poteft qua* 

cunque quantitate propofita. Sint A, B, C» D L, M, N co6ffi- 

cientes magnitudine dati. Sint «, &, e, d . . . . t, mt n, expo- 
nentes etiam dati continue decrefcentes. 

D 3 Et 
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Et fit Q = ^jc» + Bx^ + Ofc + Dxd + . . . £jti + Jllx^+Nx^. Dico, ratio* 

ncm aequalitatis efle limitem rationis Q : jfx^ . 

Demonftratio. Q=jc«(^+5^+C-i- + D J^ + ...L^+»-i^+2V-L. 

Quoniam autemjrmajor poteft fieri quacunque quantitate propofita, JL poteft 
fieri minor quacunque quantitate propofita; & quoniam a, b^ e, d . . . l, m, n^ 
cpntinue decrefcunt, exponentes a — 6, a — r, a — d . . . a — /, a* — m, a — », con- 
tinue crefcunt; & proinde, quantitate mutabili* pofitamajore unitate, termini 
-^> -n;» -T^» —,f — ^» —f continue decrefcunt; & proinde 

(§. 16.) quantitas 53^+^^+!?^ + ... +/^:^i+^^+^^ poteft 
reddi minor quacunque quantitate propofita. Hinc quantitas ^ limes eft quali- 
titatis ^+ jff^+C-L+Z}^+...I^^+Jtf-i.+iVLL., feu 

lim.J : ji+ J-i.+C^+DJL+...iJL+jr-i-+iVLl- = i;r 

& lim.^jca:^jca+ Bx^ + Cxc+ Dx^ + . . . Lx^ + Mx^ + Nx^ ^ 1:1. 
feu tandem lim. ^jca : Q ss i : i. 

Exemptuw. Exiftente *f numero integro pofitivo: vidimus (§. y. Introd.^ 
fummam poteftatum ordinis m numerorum naturalium |ab unitate usque ad » 
continue crefcentium ^ efle fequentem: 

/»m-- JL-.nni+I + B»« + Oi^^i + i?»"»-* + fiim-s + 

m+i 

Proinde lim./»« : -i— »»+1 = i : i, 
m+i 

feu \im. fn^ : »x«« = i : n$+u 
Hoc eft: limes rationis fummse poteftatum cujuslibet ordinis numerorum natu^ 
ralium coutinue crefcentium inde ab unitate, ad maximum horum numerorum 
toties fumptura quot funt praedifti numeri, eft ratio unitatis ad exponentem 

pfaediftarum poteftatum unitate auftum. 

Sic lim./» : n.n ss i : ^z 
lim./»* : n.n^ =1:3 
lim./«^ : 11. »3 cs 1:4 
lim./»^ : n.n^ s^ i^- 5 

&c. &c. §. fli. 
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§. 21. Thsorma, Sint duae quantitates datae^ limites doarum quantitatun 
mutabilium. Multiplicentur in fe invicem tam quantitates datae quam quanti- 
tates mutabiles. Dico: produftum ex priore multiplicatione ortum, effe limi- 
tem pofterioris produfti. 

Sint J & Bdux quantitates dat«, & fmt X & r duae quantitates muta- 
bileJ, quarum limites fmt A^B. Dico : produ6him AB effe limitem pro- 
dufti-Xr 

Prvms Cafus, Sint quantitates AScB limites quantitatum decrefcentium 
JT&r. Sitideo X « A+x 
r = -g+y 
Xr = AB+^+Bx+xy. 
Dico: produftum AB effe limitem prodafti (decrefcentis) XT. 

Etenim lim. B : B + y •= i : i (§. 3-) 

Ergo lim. -B* : Bx + xy =i:i (§ jo.) 

Pariterque \m.AB+Ay+Bx:AB+Ay+Bx+xy =1:1 (§. a.) 
Sed per hfp. x &y poffunt fierLfimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita; ergo (iiAy,Bx poffunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita (§. 60» & etiam Ay + Bx potefl: fieri minor quacunque quantitate pro- 
pofita (§. 6.). Proinde quantitas AB eft limes quantitatis AB+Ay+Bx (§. 6.) , 
& eadem quantitas AB eft limes quantitatis decrefcentis AB+Ay+Bx+xy, 
feu XT. Scilicet lim. -r£S , : AB+Ay+Bx =1:1 

]m.AB+Aj+Bx : xr = 1 : 1 
Ergo lim. AB t XT =1:1. 
Er proinde AB eft limes produfti (decrefcentis) xr. 

Secundut Cqfut, Sint quantitates A & B limites quantitatum crefcentium 
X&r. Sit X ^ A—x 
r = B^y 
Xr s AB^Ay-Bx+xy. 
lam.B:B^il =1:1 (§.3.) 
Ergo& lim.l?*:5*-;ty =1:1 (§. 10.) 

Pariterque, lim.AB-.Ay-^Bx^AB-^AyBx+xy^^^XT) =1:1. (§. 2) 

Sed 
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Sed ut prius, ^B eft limes quantitatis (crercentis) JB — Aif^Bx. 



Hinc 


Um.^ 




AB 


-Ay^ 


-Bx 


= I : 


I 


lim.-4fi— ^y- 


~Bx: 




xr 




*» I : 


; I 


Ergo 


}^m.AB 






xr 




s= I 


: I 



(§. 14^) 

Froinde JB eft llmes produfti crefcentis XT. 

Ttrtm Cafus. Sit yt limes quantitatis decrefcentis X 
B limes quantitatis crefcentis T. 
Sit ideo X « ji+x 

XT = jiB^Ay+Bx^xy. 
Erit lim.5 : 5— y = i : i 
Ergo lim. Jjf : Bx—xy s= i • i. 

Et ^.AB—Ay+Bx:AB^Ay+Bx^xy{^^XT) « i ; i. 
Sed ut prius AB eft limes quantitatis (five crefcentis five decrefcentis) 
AB^Ay+Bx. Hinc lim.^ : AB^Ay+Bx := i : i 

hxouAB—u^y+Bx : XT -» i : i 

Ergo lim.-^5 : XT «=1:1 

Et proinde AB eft limes produfti (five crefcentis five decrefcentis) XT. 

AppHcaHo. Sint Ay B\ C, D, quantitates datae; & fmt totidem 

quantitates mutabiles X, T, Z, F, quarum priores fmtlimites. Di- 

co :^produaum ABCD , efle limitem produ6ti XTZr 

Etenim A &c B funt limites quantitatum mutabilium X& T; 
Ergo AB eft limes produfti mutabilis XT 

Sed C eft iimes quantitatis mutabilis Z 

Ergo ABC eft limes produfti mutabilis XTZ 

Sed D ^ eft limes quantitatis mutabilis ^; 

^rgo ABCD eft limes produfti mutabilis XTZF; &ficdeinceps. 

§. 22. Lmma notum. In omni proportione geometrica continua fumma 
terminorum extremorum major eft termino medio bisYumto. 

Corollarium x. In omni proportione geometrica continua; exceffus quo ma- 
ximus terminus medium fuperat, major eft exceffu quo terminus medius fuperat 
HUJaiiniam. Corol* 
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Corottarium z. Sit progreffio geometrica crefcens; dif&rcntia duorum ter- 
minorum contiguorum crefcit inde a minimo usque ad maximum. 

CoroUarium 3. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos primos terminos habeant communes, &: quarum termi-* 
norum numerus idem fit: reliqui termini progreffionis geometricae majores funt 
terminis progreffionis arithmeticae aequ^ ab extremis diftantibus. Idem a for- 
tiori valet, fi terminus fecundus progreffionis geometricde major fit termino fe- 
cundo progreffionis arithmeticae. 

CoroUarium 4. Sint duae progreffiones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos terminos extremos (h. e. primum & ultimum)' com- 
munes habent , & quorum numerus temDdnorum idem fit. Reliqui termini 
progreffionis geometricae minores funt terminis progreffionis arithmeticae aeque 
ab extremis diftantibus. 

Theorma. Datis duobus terminis extremis progreffionis geometricae, nu- 
merus terminorum ita potefl: augeri, ut minoris terminoruqL datorum & ter- 
,mini huic proximi difTerentia minor fit qualibet quantitate data (hoctermino 
dato minore). 

Sint P & Q duo termini dati, quorum P minor; & fit quantitas data. 
Sumatur differentia Q— ^ terminorum Q & P.' Repetatur quantitas data a 
toties, utfuperet difFerentiam Q;— -P; fit n numerus vicium, quibus repetita fuit 
Dividatur differentia Q— -P in » partes aequales. Tum inter terminos datos 
uP & Q inferantur » termini continue geometrice proportionales. Dico faftum. 

Etenim inter duos terminos jP & Q inferantur (otidem termini n continue 
arithmetice proportionales : fint f & f' termini ipfi P proxitni. in progreffione 
geometrica & arithmetica. 

Erit (per Coroll. 4. praec.) p<pi & ideo p^p<p.^p. Atqui (per 
conftruftionem) p '—/><- a; crgo a fortiori p-^P^a. 

CoroUarium i. Terminus itaque datus Plimes efl: quantitatis mutabilis p; 
proinde ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis P : p (§. 3.) 

Coroltarium 2. Sit q terminus, qui terminum Q immediate praecedifc Quo- 
niam P: p = j : Q, ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis j : Q, 

E feu 
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feu limes rationis decrefcentis Q : 9 (§• io.> Proinde quantitas data Q pari« 

ter eft limes quantitatis mutabilis crefcentis q ^. 3.). 

CoroUariums. Quoniam ratio | = (f )" = Q)";(n" »:?=!: 

& pariter ^ = (^)' - (|)"; hinc (§.)^ = ^ = ^- Proinde auao. 
ratio sequalitatis eft limes rationis fubmultiplicatae rationis cujuslibet propo^ 

fit»; feutamlim.^g.)'* quam lim.(J)"« i. Quare, fi ^ ^el ^ « »; 

lim. d*^ Bs I y quascimque fit z five major unitate, five minor eftdem* 

Scholium. Breviter adhuc, quae iliuftrandis tum praecedentibus quibusdam, 
tum fequentibus neceiTaria funt, de quantitatum, quas majores aut minores 
fieri poiTunt qiudibet quantitate propofita, poteftatibus exponentis dati ad« 
jungam. 

*i®. Sit z quantitas, quae major fieri poteft qualibet quantitate propofita; 
& fit n exponens datus integer pofitivus. Crefcente z, crefcit a fortiore pote- 
ftas a»; & proinde, a fortiori, poteftas z^ major fieri poteft quacunque quan- 
titate propofita. 

Sit autem exponens datus numerus firafhis form» L; feu proponatur fiin* 

n ^ 

ftio Y^z. Quaecunque fit quantitas propofita a, fiat b^a^; tum fiat (quod 

n n 

poffibile per liyp.) » > fc > a" : erit etiam >^a > J^& > a. 

Hoc pariter obtinet, fi exponens datus fuerit numerus fraftus — ; ita ut 

fiinftio propofita fit ?^«" « 3». Fiat enim i«^a«; tum fiat «>*, & pro» 

inde ««>*«: erit etiam «** > ft">a, 

Si autem exponens datus fuerit numerus negativus;- feu fi funftio propo- 
^ fita fiierit -^: crefcente a, fimftio haec minor reddi poteft quacunque quanti- . 

tate propofita. Etemm propofita fit quantitas ~ : fiat per cafum primum «" > a j 

& erit i. <i, 
z^ ^ 

a^. Sifc 
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a®. Sit quantitas z talis, qu» minor reddi potefl: quacunque quantitate 
propoftta; dico, etiam quamlibet ejus poteftatem «« poffe quacunque quantitate 
propofita fieri minorem, fi nfuerit numerus pofitivus; & contra, eandemquan* 
titatem fieri poffe quacunque quantitate propofita majorem, fi n fuerit nume« 
rus negativus. 

Cafiis hic ad primum facile reducitur. Quoniam enim z poteft quacunque 
^uantitate propofita fieri minor; i-& proinde etiam Q^J major fieri poteft 
*quacttnque quantitate propofita; unde «f^minor erit quacunque quantitate pro< 
pofita. 

Caput Secundum. 

De rationibus differemialibus et integ^alibus. 

§. 23. 
Nit Jf" potentia quaecunque quantitatis variabilis x. Sit etiam im-ij?, pro- 
dudium ex eadem quantitate mutabiii per quantitatem datam dn-i. Quau'- 
titas variabilis x recipiat mutationem quamcunque Ax; unde duae quanti- 
tates a^ix & x^ fiant an-i(jf+Ajf) & (af+A;^)»; & proinde praediftee quanti- 
tates recipiant mutationes fimultaneas 

<|n-lA;c & Itxn-i^x+i .—X^-^/^X^+^ ...—xr^-3^x^+l ...!^xn'A£i^^ 
I I a 13 ^4 

Katio hanun mutationum fimultanearum aequalis eft ideo rationi 

I 12 13 14 

Proinde, quamdiu n eft numerus quicunque ab unitate diverfus; ratio praedi^ 

ftarum mutationum differt a ratione «0-1 : nx^-h At vero x manente eadem, 

decrefcente Ajc , quantitas 2 J^x^-^Ax + 2 . . . — Jcn-3AJt*+ 2 . • . ^x^A^x^^ . . . 
^ I a 13 14 

poteft fieri minor quacunque quantitate propofita (§. 17.); proinde quantitas 
— jfo-i limes eft quantitatis 

2 .xn-i + !!.*5:!*n-aAx+2.. .?:?x»-3Ajf» + 2 ...^*»-4A*» + Et 

I 12 1314 

ratio fl"-! : Sjc»-! limes eft rationis mutabilis 

Ea «■-« 



36 



«•-I ; 2 xn-I + - . ^X^-i^ + 2 . . . !!l?*»-3A*»+ 2 . . . "j:3;sn-4A;t' + 
I I s X 3 14 



fcu lim.-^^ « —; & proinde etiam Um.^:i^ «■|w««-i. 

Quoniam autem hic notandi modus lim — ' — feu lim. — — , calculo mi^ 

nus eft commodus; & tamen hoc fignum aliaque fimilia fepiflime occurruht: 
facilitatis calculi gratia (& quidem, quod probe notandum, unice hac de caufa), 
fignominusconunodolim...^^ fubftituatur hoc —jr—i & fic conftituatur aequa^ 

dx 

§, 24. Maximopere vero cavendimi eft, ne credamus fymbolum -jr-f 
quod formam magnitudinis ex duabus compofitae prae fe fert, revera efle fym- 
bolumcompofitujn; acdefignare fraflionem , cujus terminifint d.x^ &:dx; quafi 
d.Jp° & dx denotent certas quantitates, & ut ita dicam, minufcula (minia-' 
tures) quantitatum verarum A^x" & ^x: aut ne credamus, ex aequatione 

j"^° -s »jcn-i poffe deduci hanc d.Jf» = nx^idx. Expreflio ^~\~ incomplexa 
IlT ^ ^" dx ^" 

eft atque peculiaris, ad defignandos exponentes limitum rationum fimultaneo* 

rum quantitatum mutabilium x^ 6c x incrementorum facilitatis caufa introdu« 

A x^ 

fta: & quamvis veftigia confervet originis fuae -^ — ; figna d.x^ & dx figil- 

latim fpeftata nullam amplius ad quantitates veras A. jc» & Ax relationem ha-» 
bere firmiter tenendum eft. Quae monita eo magis urgend/ efle cenfeo, quod 
doftrina haec quaeftionibus nonnuUis inanibus fuit exagitata; quae ne motae qui^ 
dem fuiflent, fi ad genuinam fymboli illius indolem Mathematici femper atten« 

diflent (a) 

Hoc exemplo praeeunte, quae fequuntur definitiones, facile inteUigentur. 

§• ^ 

(a) Nonnnlli edain, qni veram figni fanjot natnram agnovifle videntnr, anii non funt, 

qnam hic profiteor fententiam amplefti. Videatnr v. gr. Diflertatio Abbatia Caluio 

in novis Commentariis AcademicB Taurinenfis T. II. nbi fic ftatnit Anftor: // ne 

fuffit pas de voir clairiment que -J^ ttant la limite du raport —; et ^ la 

limite du raport — ; on aura^ , — » x + x-r— iorsgue v « orx; mais, ilfaui 

itabord 
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§• 25« Definitioms, Limes rationis mutationum » quas duap j^esve c^jsai^ 
titates mutabiles fimul fufcipiunt, dicatur earum ratio differentiaB/ ; & expqnens 
hujus rationis dicatur expanens differentiaiis. Operatio, qua exponens differen- 
tialis quaeritur, dicatur differentiatio. Item: calculus, qui occupatur rationibus 
diiferentialibus inveftigandis, 6ic2itnr ^alcutus differentiaUs. 

Sit P funftio quantitatis mutabilis x; exponens differentialis harum quan- 
titatum defignetur ~. Item, fmt P&Q^ duae quantitates mutabiles quaecun- 

(XX 

dP 
que, exponens differentialis harum quantitatunl defignetur.— . Et fymbola 

^^ 
j-, — .... fpeftentur tanquam figna fimpficia, nuUa apparentis ipforum 

compofitionis ratione habita. 

Hinc, fi P eft potentia. ordinis cujuscunque n quantitatis mutabilis jc, 
_- «= »xn-i (§. 23.) Pariter fit Q potentia alterius ordinis m quantitatis mu* 

tabilis x; erit |S « mx«^K Hinc |5 « ~x^^. 
' Ax dQ •» 

Etenim. Jim.Ai': A* « i««-i : i 

item .lmi.Ax : AQ » i : iW"""i . 

; Ergo , lim. AjP : AQ « fi;c«^-i : tnx^i (§• 14.) 

feu J^ == iLj»«-«. 
dQ #» 

Item: fit i'fiui£tio quantitatis mutabilisx, qualis fequitur 

p s ^ + Bx^ +Cxc +Dx^ +.,.. + Lxi +JIEfJC» +iVje« 

fit jL s= /f(iJcM'+J?frjtk-i + aj^i + Drf;c<J"i+....+/Jbci-i+Aft»x^^^ 

§• 26. Exercitii caafa adjungam honnulla exempla variarum fan£lionum« 
Sint P& Q duae quantitJttes niutabiles , qu» referaatur v. g;-. ad eandem quan- 
titatem mutabilem x: quaeritur exponens differentialis ' H , 

itabard attacher um idA neite et forecife J dv , dje, i%; afin que ces expreffions 
fignifient quelque chofe par elles^mintei^et independamment les unes des autres» 
Com nnperriine vlr «deo Cagax ^jusmodi difficoltatem movcrit, e re profefto effe cen- 
fendiim eft, in Umine, & cam prima illins figni introdnftione, leftorem de vem 
ejos fignificatione monefe* 
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(/»+AfO(Q+AQ) « l»Q + PAQ + QAP+ AP. AQ 
Hinc A.PQ = PaQ + QaP+aP.aQ 

et ^ - P^+q|^ + |P..q. 

Hinc lim-^^ = P.lim.^+Qlim.^, 

Eodemmodo li^ = PQ.^ + je^ 

djc dJt djc j 

dx dx dx 

Et fic deinceps. Scilicet exponens diRerentialis produfti quotcunque quanti-* 
tatum mutabilium» & alius cujuscunque quantitatis mutabilis x, aequalis eft 
fummae produaorum omnium priorum quantitatum una excepta, per ^xpo- 
nentem difTerentialem hujus quantltatis & prsedi^ quantitatis x. 

Eademque regula appiicatur ad inveftigandos exponentes diiTerentiales 
quantitatum fra£larum. 

- Etenim ^ ^ PQr'; ideo ^ « P^^ +Qr^^^ Sed (§. 25.) 
Q -j^ dx dx 

dx ^ dx' dF d* ^ dx j^ . 

Exponens hic differentialis obtinetur etiam modo fequenti. 
Sit ^ =Z, erit P^Q.Z; hinc g = QJ| + ^-| 

dZ xdP P d2. 

«pl£.- p42 

^^ Hoc 
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lUc eft: multiplicetur denominator fraftionis per exponentem differeiitialeni 
numeratoris, ab hoc fafto fubtrahatur produftum numeratoris per exponentea 
differentialem denominatoris; oritur exponens differentialia fraftionis. 

Hisce exemplis continetur univerfus calculus differentialis, quatenus ad 
fiinftiones tantum algebraicas pertinet. (De quantitatibus tranfcendentibus & 
exponentialibus poftea dicemus.) 

3 

Sit V. gr. quantitas V^^axx^x^), cujus quaeritur exponens differentialis. 
Sit P « "riaxx-x^) = iaxX'X^)\ 

Zl{axx-x^)*) 3*K*(«-*)') * 3^««-Jf)»y 
Sit P = *"/ + ^x^y'^ •+ 5«'»' + Cx^y" + 

dP 

j^ = «^«-y + pAx^^y + r5;c'-y + /c;c^-y+ 

+ j|(iiJirV* + ff^Jt^^y^'^ + sBxy^'^ + i;C;c^^^^+ ) 

§. i^. Quemadmodum ex data relatione mutua duarum pluriumve quan- 
titatum mutabilium quaeritur earum ratio differentialis : fic viciflim ex data 
ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium , quaeri poteft 
relatio mutua ipfarum quantitatum. Haecjrelatio dicatur ratio integralis; ope- 
ratio qua ratio integralis quaeritur, dicatur integratio; & calculus, qui occupa^ 
tur inveftigatidne rationum integralium , dicatur calcutus integralis. 

dP T 

Exempla. Data fit ratio diffcrentialis j^ = at»» ;^(p+i)x^ : fit ratio 
integraKs jP = ^^x^h 
Sit ratio differentialis j^ =» y + x^ ; fit ratio mtegralis P » xy. 



dP ii^ 



Ay 



Sit ratio differentiaUs ^ = ^Z^; fit ratio integraUs P = ^ 



yy ^ 



Obfervatio i, Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta** 
bilium complexarum, quarum termini partim funt conftantes : hi termini con- 
fiantes non afiiciunt expouentem differentialem. Quare viciffim, data ratione 

diffe- 
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difTerentiali duarum pluriumTe qoantitatum mutabilium , non unica el refpon*' 
det ratio integraiis; fed haec ratio, praeter quantitates mutabiles per rationem 
differentialem determinatas, aflumere etiam poteft terminum conftantem, qui 
vulgo per C defignatur, 

Itafi f^=r=x«; fitP=C+ ~L,jco+l 

dx ' «+i 

dP v—x-f- X 

Quantitas haec conftans C, quae, rationis difierentialis tantum ratione habita, 

eftindeterminata, plerumque per naturam quaeftionis propofitae determinatur. 

AP 
Exemphm. Sit -j^ = (*—«)"; & quaeratur ratio integraHs hmc rationi 
dx 

differentiali refpondens, talis» utratio illaevanefcat, quando xssa. 

Ideo P « C+ -l-(x— fl)n+^ Atqui quantitas -i-(x— a>+i evanefcit, 

pofito x=a; ergoC=o: Sc P = -!_(*— fl)"+i, quae nunc dicitur ratio inte- 

ii+i 

gralis completa. 

Sitvero 4^= 0'+xy: & qiueratur ratio integralis talis, ut eiranefcat 
d* 

pofitO XsBO. 

p= C+-i-(«+*>H-i. Atqui, pofito jp=o, (a+*)«>+i fit «M-i. Ergo 
o+i 

C=— -l-^+i. Proinde P = -^((«4-x)M-i— a«+i) 
»+1 i»+i 



»+i^ I I a it 3 ^4 

« fl«;c I JL«n.i*» + »^^an-»;f3 + iiii^fl-Jjc4 ^ 

1.2 1.2.3 I...4 

Exemptum. Sit ^ = -L_as(a+jf)-i; &fitPso, quando x «s o. 






SehoRum, 
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SihoRttm. Sic exceptionem tolli cenfeo communitef huc usqtie praeceptam 

integrationis formulaB — = -^ « (a+xy^, quae deducere videtur ad rela- 

tionem integralera PszC+ ^(a+x)°, fenfu omnino caflam, & quam ideo alia 

methodo explicare mathematici allaborarunt : cum oftenderim, formulam iUam 

dP 
eodem prorfus modo evoivi, quo formula generalis ^ — = C^+xy, feu 

p ss C -\ — ^(a+xy+i; addita conditione, quod evanefcat, fi ^ = o. (Vid. 

n+i 
pr«ter alios, Euleri CaUulus iniegralU, T. L pag. 26. & 27. ubi illuftris hic Ma- 

thematicus iterata vice exceptionem illam af&rmat.) Ipfe eandem fententiam 

profeffus fui in Differtatione: Expofition etmentairB des Principes des Calculs fupe'^ 

rieurs pag. 93. Fatendum tamen , cafum hunc a reliquis eatenus effe diftin- 

guendiun, quod fubftraftio indicata (a+x)^+i^an+i peragi, & divifione aftA 

inftituta faftor »+1 tolli neceffario debeat, ut formula intelligibilis emergere 

poffit. 

Obfervatio 5. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium, ratio differentialis earundem femper poteft obtineri, ideoque calcuius 
differentialis poteft dici omnimode completus. Idem non valet de calculo inte- 
grali. Scilicet data ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium non femper obtineri poteft relatio earum integralis. Nempe non ob- 
ftantibus affiduis fagaciffimorum 'mathematicorum ftudiis calculus integralis 
adhuc in cunabulis jacet; nec ulla regula omnino generalis praefto effe dici 
poteft, qu^ omnes omnino formulae pofnnt ad integrationem perduci. (Quid- 
quidhoc refpeftu fperaverit fagacifs. Dxi.P^cassi. Vide PbyfiMfche Arbeiten der 
eintrdchtigen Freunde zu IVien. 1786.) 

Nimium a fcopo meo abluderet, formulas, quarum integrationes inpromtu 
funt, exponere, pariter atque artificia, quorum fubfidio plurimae formulae inte- 
grantur, quae primas calculi integralis regulas effugere videntur, tum & in- 
venta varia , quibus integratio formularum complexarum ad integrationem for- 
mularum (fpecie faltem) funplicium reducuntur. Confulendi cam in rem funt 
auftores, qui de calculo integrali fcriprerunt, eofkie, ut ipfum perficerent aut 
tironibus explanarent : quos inter nominare fufficiet Cotesii Traftatum de 
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Jbniumitt menfirvmi, aut WalmkslEY -Afl/y/i Jt ta mfur$ dtt raporit et det «• 

gkt, & pr« omnibus Euieri Inftitutionet cahuli integralU. («) 

§. a8. Cum exponentes difrercntiales quantitatum mutabilium plerum- 
que & ipfi quantitates mutabiles fmt; quae de qualibet quantitate mutabiU difta 
funt, ejusmodi quoque exponentibus difFerentialibus poflunt applicarL Nomi- 
natim quaeri poffunt exponentes differentiales iftiusmodi exponentium diffe- 

rentialium. 

Sit V. gr. P funftio quantitatis mutabilis x, cujus exponens differentialis 
i?. Quod fi exponens hic & ipfe mutabilis eft: Jindagari pariter poteft tam 

dP 
fatio mutationum funultancarum quantitatum variabilium j^ * *5 ^"*™ "**<^» 

quae eft limes iftius rationis, atque ejus exponens. Ratio, quae limes eft ra- 
tionis mutationum funultanearum exponentis differentialis duarum pluriumye 
quantitatum mutabilium & unius ex illis, dicatur ratio differeniiaUt /eeundi ordi' 
mt; & exponens praediftae rationis dicatur exponent differentialitfeemidi ordimt. 
Exponens itaque differentialis fecundi ordinis funftionis P & quantitatis 

mutabilis x eft lim._i£; & eadem de caufa, qu4 prius, nempe majoris cal- 

culi fecilitatis caufa, exponens ifte denotetur figno — . Et hic (imo etiam, 
fi fieri poffet, a fortiori) repetenda funt, quae de fimplicitate fymboli hujus 
monui, non obftante ejus apparenti compofitione. Ne quis quaerat; quid fit 
ddP, neque quid fit d*'? Nullum, quod fatisfaciat, obtinebit refponfum. 
Confideret potius fymbolum ^-^ ijnquam expreffionem unicam & fui generis, 
cujus termini apparentes nullam fervant relationem aut nexum cum quantitati- 
bus L*Py & Aat' , ex quibus incautiores mathematici eos derivare aggredi pof- 
fent , & reipla nimium frequenter aggreffi funt. 

(a) Utut Imperfeaai etiamniim fit calGiilas integrtHs: et tamen eft miildtndo fofmnlt- 
rum* tam quas integrare , qutm quas ad fimplicioreg reducere Hcet, & fonnulae hm 
in tot voluminibuB, vel a privatismathematicis» vel tb tctdemiit editii^difperfefunt; 
nt grttam aeque tc utilem mttbemtticia ntvtret opertm , qui formnlta jtm mtegrtttt 
(CoTMii & WAI-MESI.EY excmplo), in ttbults tpte difpofitts redigeret, qutrum 
ope fsBpenumero t Itbore t«diofo & fuperfloa vactre liceret* 
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Si exponens cjifierentialis Jecuadi ofdinLi — ^ fit & ipfe quantitas mu- 
tabilis.: operationes, quae cuilibet quantitati mutabili applicatae fiierunt, huic 
etiam exponenti poterunt applicari ; & nominatim quaeri poterit tam ratio mu« 
tationum fimultanearum quantitatum niutabilium -p-^ &: x^ quam ratio limes 

iftius rationis, & ejus exponens, Ktec ratio dicatur raiio differentUdU UrtU ordimt^. 

& exponens ejusdem dicatur exponens differentialiftertH ordimf. 

Exponens igitur diiFerentialis tertii ordinis praedi£be funftioms JP eft 

^— A}P 

Iim._^; & majoris calculi facilitatis caufa defignatur fymbolo -_, quod 

pariter fpeftandum eft tanquam fignuniunicum, incomplexiun, non quafi com- 
pofitum ex duabus partibus A^P &iAx^. Neque movenda eft quaeftio abfona, 
quid fint termini illiapparentes; neque comparatio aliqua fignorum d^-P& d,x^ 
cum quantitatibus A^p & ax^ eft inftituenda. 

Hinc facile liquet, qttid fint rationes & exponentes differentiales altiorum 
ordinum, 4^, 5^, 6«« . . . n«|; & quiddenotarecenfenda fintfignaillis 

refpondentia, _, — ,, ^. . . _. 

En aliqua exempla praecedentibus iUuftrandis apta. 

Sit P =5 x^. ; 

Erunt gj = nx^ 

ddP 
d3P 

d5P ^ I 

d^P * ^ ^ 

Si exponens n fuerit numenis integer pofitivus, feries haec exponentium 
4lifferentialium abrumpetur. 

E % Sci- 



44 

Scilicet: fit •»», erit 2— = «.■-'i ..i.a.i.at*as i.a.3 



et 






Nempe exiftente 11 numero integro pofitivo: exponens difTerentialis, cujus ordo 
per ipfum potentiae exponentem defignatur, fit conflans; 6c expooentes (Ufie- 
rentiales ordiniun fuperiorum evanefcunt. 

In ceteris cafibus, ubi » non eft numerus integer pofitivus, nunquam per^ 
venitur ad exponentem difierentialem conftantem, nec ad evanefcentem. ' 

Suundupf Exmplum. Sit P<s «y, & quaerantur omnes exponentes difie.' 
rentiales refpe^u ejusdem variabilis x, cujus »&y cenfeantur efie fundiones. 

Sitideo P ^ zy 

dx " dx "'3x 

d*» ixi^ ix iiX ^ ^dX* 

d'P _ •dSy , dx ddy . ^ddx dy . J^ 

Generatim. 

djcni dA«n'^ I Hjc^Ajc"'-! I ' 2 dje**djc«n-^ '*" I dx dA:m-i ^dx«* 

Identitas (jam a Leibnitzio obfervata, Jl^ceU. Berol. ifioJ) cocfFicientium 

terminorum fucceffivorum harum formularum cum cofifficientibus formulae bi- 

nominaiis Newtonianae neminem attentum effugiet. Ipfeque differentiationum 

fucceffivarum proceffiis identitatem hanc liquido manifeftat ; 

Sit 
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Sit P ^ 4 



yx- 



.— I 



dx dj: *' 

&c. &<J. &c. 

Sit P= (jrjf—«a)« = (af+fl>«».(;c— «)«. 
Sit y = (Jf+fl)"» z = (x-o)m 

^ = «.(x+a^m-t da ^ „(jf.a)«-, 

^««.«-i.(jf+«)m-, ^ = «,.w.i.(x.fl)«-a 

^ = «....«».2.(4^ffl)m-3 2_J = «....»fi.3.(:c-«)m-3 

^ = lll....«-3.(*+fl)m~4 9-5 « «....«-3.(;,.p)«-4 

~| = «....m-4.(*^^)m-5 g = «»....«-4.(;c.fl)«-S 

• • • • • • 

• • •" • • 

^ =.«... .«.(«-l)(*+fl)«-n, dn» ^ «....^.(„.,)(;,.^)„_„^ 

Hinc ^ = « . (Jf— fl)» « (Ar+a)m-i 
+ m . (*— fl)m— I . (jf+fl)« 

ddP 

j^ = m . »— I . (*— «)m . (j»r+o)m-* 

+ a • f» . (M. (:if— fl)«— I. (jr+«)m— I 
+ m. «1— I . (jc— .fl)m— a. (x+o)m 

E 3 ^'P 
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= f/i.w-i .^fn—2 . (jc— «)'« . (x+fl)"»— 1 



+ 3.W* w • #»—1 . (jc — fl)"»-i. (jc+fl)«»-* 
+ 3.iw,w-i . m . (x — fl)"»— 2. (jc+«)«— 1 
+ i.m. wi-i . fw — 2 . (jc — fl)«— 3. (jc+fl)» 

T-^ = f» . . . . . I»— 3 . (x— fl)w . (jr+fl)w4 

+ 4 • 1» . m . m— I • fM — 2 . (jc— «)«•». (jr+fl)«— 3 
+ 6 . m . M-i . m . !»•— I . (jr-.^)«-a. (x+fl)«— » 
+ 4 • m • fii-i . I»»— a . m . (jc — fl)™— 3 . (jf+fl)«*'i 

+ I . m w— 3 . (jf— fl)«— 4 . (x+fl)*» 

Ordo regularis, juxta quem co6'fricientes fefe fubfequuntur, longe apertius 
patet, quam fi quantitas (jcjc— flfl)« non fuiflet in faftores fuos foluta. • 

Utut regularis fit poflrema feries; eo tamen cafu, quo m eft numerus in« 
teger negativus, difFerentiationes fuccelTivas paulo aliter inftituere juvabit 

Excmplicaufe: fitw= — i; ideoque P^ ^- = —(— -L") 

^ ^ ^ ;ip-fl.jc+fl 2a\X'a x+a^ 



aa' 



Hinc dx 2al+ (x+ay-^i 

ddP^ 2.0+ 1.2. (*-«)-»> 
djf» aai— i.2.(jf+fl)-3J 

dff^ jt^f — i.a.3.(*-«)"*? 
djf3 "^ 2«!+ 1.2. 3. (*+«)-* J 

4!f=, £ C+ I.... 4. (*—«)-«? 
d** aa l — 1 4 . (*+«)-' > 

dfP^ iI-i..-5.(^-fl)-*? 

d*^ a« i+ i....5.(jf+fl)"* * 

&c. &c. &c 

Tironibus identitatem utriusque differentiaildi proceflus oftendendam, uti va^ 

rias alias abbreviationes evolvendas, relinquo. 

§. 39. 
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§. 2g. Quaecunque de imperfeftione calculi integralis, quod ad exponen^ 
tes difFerentiales"primi gradus attinet, difta funt; tanto magis valent de inte- 
gratione formularum diflerentialium fecundi, tertii, altiorumqueordinum, quae 
nonnifi perpaucis cafibus inftitui poteft; utcunque eam promovere aliaborave- 
rint mathematici, quorum hanc in rem inventa coUefta exhibet celeb. Eule- 
RUS in opere jam laudato Infiitutionum eaktdi infegralis. Uluftrationis & exer- 
citii caufa pauca quaedam exempla facillima hic fufficiant 
Sit ^. - (.+.)- 

Underurfus a = C'+Cjc + — — ?— r-(jf-HO«+». 

Quoniam qu3elibet integratio introducit aliquam quantitatem conflantem, 
poft fecundam integrationem duae occurrunt quantitates conftantes C' & C, 
quae plerum^ue per particularem aliquam quaeftionis conditionem determinantur. 

Sit 

^ = C'+Cx,\. 1 (x+a)f^ 

^ = C"+C';c+|C*«+ L_^x+.)«+3 

dx«-3 * W+I...IW+3 

^:^^C"'+C"x+ldx*+JL.Cx^+—^ 1 ^(Jc+o)"+» 

cU^ * 1.3.3 •H-i . . . »»+4 

^ ^C»+C»^x+J-C'>x'+-LOxH—Cx*+ . ' ■ (j^+»)"-B 

: : : : 

^=Oi-ui+CHHVx+JLcK-'jr»+ + — L_Cjc*3+ ! (je+a)«+«*-* 

«U* i.a i.a...«i-3 «+I...W+"-* 

4? =CN-"+CM-'";c+ J_CN.ivj^+_-i_ C»-»;eH' • • H ^ Cjifn.a+ ' (;g+a)«»+«i'i 

Ibi ^ i.a 1.2.3 ^i.a...»»-» »»+i...w+b-i^ ' 

« • OB CK->+ CN-»x+-l C»-«"x»+-^ CN-n'*3+. . . + — l — C»»-i + —, — ' (*+«)«>+», 

1.2 i.a.3 I.2..4I-I «i+i...m4-» 

Cafui 



48 

Caput Tertium. 

De tbeoremate Tayloriano. 

§• 30. 
nPlieoremate, quod Taylorianum dicitur, data mutatione quantitatis mutabi- 
lis, determinaturmutatio, quam ejusdem quantitatis mutabilis funftio quaecun- 
que recipit 

Theorema hoc tam multiplicis eft in calculo differentiaii & integrali ufus , 
Tttt accurate explicari, & quo par eft rigore, demonftrari mereatur. Taylor 
(Mathematicus Anglus) illud expofuit in opere fuo infcripto: Methodus ifuremen^ 
torum direSfa & inuerfa (Lond. 17 15.); fed ex formula (§. f. Introd.) 

jhn^P+ ^cp + "l.aLllL^P + ^ !!1i3a3p+ ...... 

I I a ' I 3 

P hiAjc^ AP ■ wAat (w-i)Axr A*P_^ mi^x (w-i)Ax (w-2)Ax A^p 
I AJf I a A** I a . 3 Ajt^ 

confequi tantum indicavit. Plerique poft illum autores fupplendae huic dedu- 
ftioni ideam infiniti adhibuerunt, quam hoc opere penitus eliminare flxiduL 

In Differtatione infcripta: Expojition elementaire des principes des eaUuls fupe' 
rteurs , theoreipatis hujus demonftrationem ad notiones claras & mere elemen- 
tares revocare allaboravi. Cum vero, quam pag. 47—51. propofui, demonftra- 
ftratio (inprimis autem quod attinet ad expreffiones in pag. 51. contentas), 
minus firma milii videretur, neque mihi omnino fatisfaceret (quod innui pag. 
207.); aliam pag. 208— aio. fubjunxi, Academiae Berolinenfis de prsedifta Dif- 
fertatione judicio pofteriorem; quam & iil. Ra&STNERUM {AnfangsgrUnde der 
Anahjp des Unendlichen, 2ie Auji. §. 144 feq.) jam tradidiffe poftea comperi. Ni- 
titur ea hoc fundamento, quod funftio quaelibet quantitatis mutabilis ferie po- 
tentiarum hujus quantitatis in conftantes quasdam duftarum exprimi poflit, qua 
reduftione admiffa, demonftratio haec mihiplane fatisfacit. 

§.31. Primus Cafus. Sit ec^ poteftas quaecunque quantitatis mutabife x^ 
qu3e fiat x+b\ itaut x^ fiat {x+by. Jam vidimus (§.f. Introd.) effe 

(jC+ft)«= ;tn + -!ljcn-l6 + ^.^;,i.lA» + ^...^;cn-363+l..,5:iA«^M+^ . . 



! f 
I 



♦f 

Sit P «:cn 

Erit(§.28.) ~ -«^°-^ 

. . r-4 =«.... 11-3.JCO-4 

&c» &c 

"^ ' ' idx^i.zdx^ I...3djc3 i...4dAr'*^ i...sdjc5 ^ 

Proinde «xiftente P potentia qualibet quantitatis mutaWlis x, valor hujus po- 

teftatis, refpondens mutationi propofitae * quantitatis mutabilis at, exprimitur 

per hdnc mutationem i, & per exponentes difFerentiales ordinum fucceflivorum 

ipfius iilius poteftatis & quantitatis mutabilis x. 

§. 32. Seeundus Cafus, Funftio propofita Pquantitatis mutabilis x aut fit 
immediate ex potentiis quantitatiis mutabilis jt compofita , aut ad eas redufta. 

Scilicet fit P= ^«+ 5jiffc+C*c + !><«»+ £x« 

feu fit i» = q + ^ +'5 + r + ^ 

ubi ' Q, *, S, T, V V fiint po^entiae quae- 

libet quantitatis mutabilis x, ooefficientibus datis afTeftaB. 

Sintetiam /»', Q', R\ S\ T, V* yaloresomniumprae- 

diftarumfimftionum, quos recipiunt, quandojf, acceptamutatione*, fit;c+*, 
Erit ideo PsrQ + rj^s + T+F-\- 



% • 



£f=»dgd«df.drd^, 

dx djf ^d* ^dx^J^^djeT 
41f = §4^ j. dd^ j. dd5 . ddr . ddr . 

djf» d*» ^ dT» "^ a:^ "^ a3F "*■ d3^ "*" 



G * 4!^ 

d*3 



+ 



5« 

d»p_ d»Q . d»i? . d»s d^r . i*y , 

S? - d*» ■** d*5 ■*" dJ» "** d*» ■*" dx» ■**••• * 
d*/»_ d*Q dfff d^ d<r d^^r 

dP"s?' ^d** ^d**'^^:?''^^^'*" — 

d5i»_ d«Q ^ dsje ^ d«5 . dT ^ dsr _^ 

\ ajy-s^+d^jT + d^^ + dTs^^d]^* — 

• • • 

"' • • • 

d«vP^ d«§ d".» ' d«5 d"'^ . d"»^ . 

djp" " d*" "*" dje« dje« d*« djf" + * * ' * 

Item P' » Q' + J?' +5* .+ T* + Fl + 

Atqui (Cw. /) 

Q' » Q + A*E+^M+ J1,4!S.+ Jl *1!S.+ JL 4!i 

^ ^ x3* i.adjf» i.a.3 d*' i...4djif* 1...5 djf^ 
. *dJP 6»^ddJP jfr» d»* M d^jp *5 dsj? 

5' = 5 + *.^+*l^+JL<*'^+J1.41£+2L*^*'^ + . 
1 dx i.a djc» 1.2.3 dx^ i.,.4 djp* I...5 dxs 

T» - r 4. ^^Ij.*' ddr . *3 d^ M d*r t' d'r 

. " "^Td^^^i^Id^^^^^rTadjfS +i...4£^'*'i...5d*5" • 
v^^tr. bdTb^ddF, M d«^. M d*r, *« d«r . 

'^ ~ '^ ""^ Tar+i.aS^^^ii^jdi?-*- ii^di^^^Tn^s^ "^ • 



«« rf Dj. *dP^ft»ddi». bi d»/» . M d^i» . bs d«i» . 

Proinde» admifTa funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis in poteftates 
quantitatis hujus decompofitione, rigorofe omnino ^heorema Taylorianum de- 
monftratur. Defiderari tamen poterat, ipfum» redu6tione iUa non fuppofita, 
fufFicientejr ftabiliri: quod in Diflertatione infcripta Tkeormatis Taytorimi dmoth 
ftratio (Tubing» 17S9.) praeftitit clar. Pfjleiderer, poftulando tantum, muta- 
tionem HP fimftionis -P, quae eft fumftio mutationis /U variabilis *, talem effe, 
ut exprimi poffit per potentias hujus mutationis, quarum exponentes fequun- 

tur 
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tur progreflionem numerorum naturalium. Hujus methodum fucclnfte expo- 
litam hic fubjungam. . 

4» 

§. 33« Sit P funftio quaecunque quantitatis mutabilis x. 

Sint /^, Pa, -Pw, /^, Pr. . . . /w, p&^i^ valores, quos funftio ilU 
induit, fi loco jr fubftituantur quantitates 

*+Ax, jf+2Av, Jf+3A*, X+4A*, Jf+SA* . . . .jt+nA*, *+(ii+i)Ax. 

Sit etiam P" ssP+ Ala + Ba«» + CAa3 4. jDa«4 +..... 

Hinc P» •=P+ a-lAa:+ a«BA«» + a3C4a;3 4. s^Pax^ + 

P"» = P+ g^x + ^*B^X* + 33C&X3 + 34i7Att4 4- .... . , 

pw B P4, ^,^,4^ 4, ' .48^43.» + 43CAx3 + 4417/^4 + . ^ . . . 

P* caP+ s^A» + 5»£a»» + 53CAa:3 4. 5417^4 4. 

pM «p+ nAAx-^- i»aBA««+ »3Ga«3 + i»4l?A«4 4- 

P^» =P+(«+iMA«+(ii+i)»Ba«»+(»+i)3Ca«3 4.(»fi)4DA«4 4, 

UDd« 

aP(«P'-P) =u*ax+ Bax» + Ca«3 4. B^x* +. 

AP'(«P»-P') *w4[A«+ (a9-l)BA«» + (43-i)CA«3 + (a4.j)I}Ax4 4. ' 

Apii(^pui.pii) „^aj+ (3».a»)BA«» + (33.a3)CA«S + (34.^4)1)^x4 + * 

AP"'(-P'*«P"') =-A\«+ C4».3«)BAa» + • (43.33)Ca«3 + (44.34)Da«4 4. . 

aPX-P^-P") =^iA«+ (5M»)BA«» + (s3-43)Ca«3 + (S4.44)I)A«4 4.. 

AP*'»(=P*'.P»-*)=u<A«+(i.».(«-l)»)BA«»+(»3.(rt-i)3)CA«3 +(»4.(».i)4)Da«4 4. ; 
AP^(=P»+»- pM)ar^+((;H-l)»-l»»)BA«»+((»+l)3-»3)CA«3+((»4.i)4-n4)i)A«4 4. . 

In his aequationibus coefficientes tk afAjr difFerentiae funt primi ordinis nu- 
merorumnaturalium; proinde (§. j./nfr-orf.) inter fe aequales, nempe «= i; & 
differentiaB ulteriorum ordinum evanefcunt Hinc fit 



G a 



A3P 



A»P(esAP»-AP) «A"(a»...i)BA«» + A"(a5...l)CAa» + A"(24...i)JDAx4 +... 

A»P'(=AP"-AP') s=A"(3»...i')Ba«» + A"(33...i3)CAar3 + A"(34...i4)I)Aac4 +... 

A9P"(«»aP""-AP") wA"(4»...2*)BA«» + A"(43...a3)CAa;3 + A"(44...a4)rAa:4 +... 

A»P"'(csAP'^-AP"') ■sA"(5»....3*)BAx» + A"(53...33)CAar> + A"(5*..-3*)^A** +... 

t . . 

A»P»^(eAP''-AP»-0=A"0l+i)»..(«-I»)BAX»+A"(«+l)3..(«-l)3CA«3+A"(«+l)4..(«-l)4UA«4+..; 

A*P^QBAP^+r.liP^)^A«(^n+2)9, . . »a)B«» + A"(«+a)3. ..n3)CAx3 +A"(«+a)4 ...n^)DAx4+... 

hx his aequationibus coiffncicntes rw jff^x» funt diiTerentiae fccundi ordinis fecun« 
darum poteftatum numerorum naturalium; proinde (§. ?• Introd.} conftantes, nempe 
B I. 2; & differ^ntiae alteriorum ordinum evanefcunt. Hinc fit 

A3i>(«A»Pl-A«P) « A"'(33...i8)CA*3 +A"'(34...i4)DA«4 +A'"(35...i5)£a*5 +..; 

A3i*(=A»P"-A9Pi) ss A"'(43...iS)C&»3 +A'"(44...i4)DA«4 +^'"(45 ...i5)EA*5 +... 

A3P"(eA3P"'-A>P") w A'"(53...a»)CVt3 +a"'(54..,*4)DA*4 +i!<S'^ ...aS)E&x5 +... 

ASpM^^sA^F^-AsP"') Bs A"'(63...33)C4*3 +a"'(64...34)DA*4 +A"'((J5...35)£Aif5 +... 

« 

A3P«-»(»A9P''-A9P*'-*) «A*»(»+a)3.J^.l)3C4«3+A"'GM^)4..».l)4DA*4+A"'(«+a)5..(»-i)5lA«5+..; 
ASpl^^eA^P^^+^-AaP") « A"'(«+8)3. . . »3)CA«3+a"'(ii+3)4. . . «4)DA«4+a"'(«+3)5 ... «5) £&*5 +.. . 

In his aequationibus cofefficientes t« CAjf3 funt difFerentiae tertii ordinis tertiarum 
poteftatum numerorum naturalium; proinde (§. j./u/roA) conftantes, nempe = 1.3.3, 
& differentiae ulteriorum ordinum illorum co^fficientium evanefcunt. Hinc rurfus 

A4P(»A3P'-a3P) «A"'(44...i)DA«4 - ^A^^^^S ...i)£A«5 + A'*^^*' . • . i)fA«6 +..; 

A4P'(=A3P"^3p5) =A''(54...x)DA«4 +a"'(55...i)EA*5 + a"'(5*...i)^A«« +... 

A4P"(=A3P"'-A3P") cA''(64...a4)DAx4 +A''(65...a5)£A«5 + A'*(66...a6)FA*6 +..; 

A4P"'(=A3P''.AJP'") «=A"'(74...34)DA«4 +a'*(75...35)£a*5 + A"'(7»...3*)a*« +... 

• • 

• • 

A4P^(«A3P^+'-A3PN) «A'V(^44 . . .«)4l)A*4+A'V+4)5...«5)£A;c5 +A'W4)^- • .«^)fA*6+... 

In Us aequationibus coefficientes w DAjc^ funt diflferentiae quarti ordinis potefta- 

tum 
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tum quartarum numerorum naturalium; proinde (§. q. Introd.') conftantes 
nempe s= i, a. 3. 4. & differentiaB ulteriorum ordimim evanefcunt 

Hinc fumtis differentiis quinti ordinis funftionis^ P cofefficientes « EAx^ 
fiunt differentiae guinti ordinis poteftatum quintarum numerorum naturalium* 
proinde (§• q.Introd.) conftantes, nempe ^1.2....$. & differentise ulterio-i 
rum ordinum evanefcunt. 

Unde procedendo ad differentias fexti, feptimi, oftavi. , . . ordinig 

funftionia P; coefficientes terminorum F^x^ , GAx^ , H/>^x^ . . . , qui re- 

fpeftive funt differentiae - - fexti, feptimi, ' oftavi...! ordinis 

poteftatum - - ^ - . fextarum,feptimarum,oftavarum . ... nu- 

merorum naturalium fiimt refpeftive quantitates conftantes, 

i«2...6, i.2(. ••7> i.2**.8 • • • • & 
differentiae ulteriormn ordinum evanefcunt. 

Sumtis itaque rationibus differentialibus fucceffivis, quae ex praecedentibtts 
aequationibus confequuntur, fit 

l^ = ^ Unde ^ = I dP 

d* - - - - d* 

djf* i.a (ic» 

d** i.a.3 4*» 



Ax 



X.3...4 djc-* 



*i^-..,...5i; E ■ ■"" 



i.a...5 djf5 



^6p 



% 



^^^ . ^•^•••fifdvm* 

G 3 Pro. 
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Proinde 
P(^P+ ALx + BAx^ + CAx^ + DAx^ + ELx^ + Fdjc^ +...) 

^^ I djr"'^i.adjr»'*" 1.2.3 djf»'*'i.2,.4djf^^i.3..5^^i.2..6dA^'^"* 

§. 34. Uberrimi hujus propofitiotiis ufus in fequentibus patebunt Heic 

nnum exemplum mere algebraicum utilitatis ipfius afferre fufTiciet: differen- 

tias omnium ordinum funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis per differen*- 

tias poteftatum numerorum naturalium determinando. 

Quoniam P»=^P+ ^L^x ^ et pN+i^p + ^±±tx ^ 

1 QX l OiX 

- ^ " i.a dx^ 

i.a.3 djc' 

1.3..^ djf* i.a...4 djp* 

i.a...5 d** i.a...s dj«* 




+ + 

+ + 



^^ss/*«+i./^j I djc .1 dJT 

(H+i)w ^^^ddg ^ («+3)H"+iy ^^.ddP 

1.2 dx^ i.a dA?* 

(«+t)!:f^sd!^ + (H-aHH-oi^ad!^ 
1.2.3 *** ''^-S d* 

+ »+iy->t* ^.-4d4p ' ^ («i+ay-(«H-iy ^4d*/' 

i.»...4 d** i.a...4 dx* 

^ i.a.-..5 dx* 1.3.. .5 d»* 



+ + 

+ + 



Hinc 



Hinc A»/w(=ApN+i-^i>M „ 
^ n + z-^Cn + i-^+n ^^ AP 

1.2 d** 

1.2.3 djt» 

^ («r+2)«-a(iH.i)«+» »^^d*/» 
1.2... 4 cbc* ' 

^ (g+^)»- 2(«+iy+»s ^ . drp 

1.2... 5 cU« 

+ ----. 
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s "+3-g(«+2)+i»+i^ dP 
^ djr 

+ ( ^3)*-a(«i+2)«+(«+i)« ^^..dAP 
1.2 HJt»" 

+ («+3)»-a(«+2y+(«+iV ^d»P 

1.2.3 a?r 

^» («+3)*- 2(«+2)<+(«+l)«^^ ..d*P 
^ 1.2. ..4 "Sx* 

+ (««+3)».2(ff+2>4<>f ly ^^ , dJP 

1.2... 5 tU» 
-I- 

T* ■■ •• w »■ M 



„ («■«•^^^('H-^j+a^ii+i),» ^ dP 
» ^" dJ 

I.» d*» 

+ («+3)*-3(«+2y+3(«+iy-iig^ -^,£P 

1.3.3 d*a 

4. (!H-3)*-3(«H'2V+ar«H.iV.ii« ^ , J4P 
*.3".4 d** 

^ ('H-3y-3C«H-2) ^4.^(Wtf.ni d*P 



.A<«:. 

i.a.S d*« 






Asjw+i - 

- «+4-3r«H-3)+ ^(««+2)-(«i+i) dP 

+ («+4y-3(«»+3)'+3(«H.ay-(«i+iy ^^dP 
i.a d*» 

+ («H-4y-3(«4-3)»+3(««+2)H w+ry ^ .d^P 
1.1.2 ^^dx3 

■!■ ("+4)*-3(««+3)M-3 (« «+2)«-(«Hriy ^dlP 
X.2...4 dx* 

+ (g t4)^3(«'+3>M-3e«H-2y.(«i+i^S ^^.dl«P 

Ir2.-..4 1 dJC» 

+. ' --■ .- - - ' • ■ 



Hinc 
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i ~dx 

+ 0ttk>l:: M!!+3r+6(a+2y.4Cn+iy+n* ^^^ddP 

+ ('*+4V'4C»+S,V-^6(n+iy.4Cn+iy+nt ^^^d*P 
I 1.2.3 dx* 

) 1.2... 4 dx* 

! + C«H-4)*-4(«H-3)*+6(fi+2)»>4(«H-0«+«» ^^,d«P 
' 1.2...S 3*« 
+ 

1" - - i - . - . - '- 



Generatim 
A«i^« •+«»-*(»+«»-i)+^.^fH-«-2)-^..'I^(»+«-3)....±f(«+0T» ^p 



I "^'d^ 



(H-w)*^»^»-^'^-.— (»+«-2)»--..'!^(«+«-3)>...±-(»i+i)«+n» ,,„ 

+' 5 L-i I 3 ._J_, ^,ddP 

1,2 dx* 

Qt+my'.!lin+nt-in- . ^n+«-a)3- ^ . . !!!2(n+«i.3)3 . . . ± 21(«+i)'q:«» ,^ „ 
il. i 12 I 3 ' Ax^2lf 

^' 1.2.3' ^\ 

. («+w)«-!!l(«+w.o*+t!l.'!!:^(ii4^2)«--..5!2(«+«-3>...±^(«+0*+«« , „ 
+ 1 L_£ E__3 ; ^414^» 

1.2 ... 4 d*' 

(n+my.!l{n+in.iy+n, *!!:l(n+m.2y-*!L..f!!:^(n+m.3yi...±'"(n+iy+ffi ., _ 

+ r-i, . 1-^ 1 3 1 j^s^ 

1.2 ... 5 dx^ 

•4-* « ■ -i-***»* 'm h ^i»'*^* «■ m ' r» 

+ ■.-••••»••••-•■ 

-^ Nomi- 
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Nominatim igitur 

m+i »+ («»-0 — — ••• — («»-3) . . ,. + -i X t 

112^ I 3 ' I . dP 

I ^ d« 



^ ^ i-i : l 3 ^^ad^P 

I. 2. 3 dx» 

1.2 ... 4 ~~ dAT* 

(^+x)5^.^m5 + ^. !!^(^.i)5_^ . . .^(m.2)5. . ; . ± ^2^+ I ^;^ 

1.2 ... 5' ^ ^ "^ dif^ 

AmC«+l) .^dP 

= — — — 0* j— 

I ax 

^«^(m+iy ^^^ddP 
"*" I d** 

+ A«.(»H-0» ^^,d^P 
i,2.3 dx^ 

^ Am(,^l)4 ^^d^P 

1.2..4 dx^ 

Am^«+lV^5dfP . 
1.3;. 5 d** 

+ - - - « 



> 
I 



H Atqui 
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Atqui (^. q.Introd.^ Am(i»+i^"= i. a. 3. ••.»!, & diffcrentiae ulteriorum ordi- 

num evanefcunt 



Erg. ^"P - ^J^ ^ '^ 



i.a...m djc» 

An.(^+l).n-H, ^.4:H-iP 

i,a...m+i <!U«»+i 

^ i.a...»H-2 cU«+« 

An.(m+l)m+3^ ^,d°H-3f 

I.2...W+3 dJcM-S 

A"'(m+0'M:4^^^ d'M-4P 
1.3...m+4 djf«n+4 

+ - - , - 

+ M » P< •• 

Itaquc .differentiae omnium ordinum funftionis cujuslibet alicujus quan- 
titatis mutabilis reducuntur ad differentias poteftatum numerorum (natura- 
Uum. 



CaPUT QuARTtfM. 

De ferie Bernoulliana, 

§• 35. 
|§it ^ = y ratio differentialis data inter quantitates mutabiles x, y, Z. 
Relatio earum iptegralis exprimi poteft per exponentes differentiales omnium 
ordinum variabilium x & y; quod ftc inveftigatur. 

dZ 
di 



5« 



dZ 

dx ^ 












Vi.a...4 «U^ i.a...5 dxsy 



Itaque 



^_u+*y J:i^-^ 1,2.3 Sx^ i.a...4dx4^i.2...sdjc'» i.:?...6d*5 ^*"* 

iSlfnV/ haec notatu admodum digna, & cujus foecundae applicationes in f&> 
quentibus occurrent, BernouUicma dicitur; quod Joh. Bermoulli primus eam 
fub forma hac fimpliciffima tradidlt (Vide isfius Opera^ J. I. p. las feqq.) 

Exmpta. Sit y = jf«". 

dx 

dd|^ = «1.11.-1;««-» 
d** 

d*3 

^-^ = i»»....M-4Jf"-5 
3^ = -" "-S*" 



H 2 Hinc 



lo 

Hinc pofito ^ =» *" 

- ^. ,,, m , m,m-i . «..«-2 . fii...«-3 fM...m-4 «...«i-S ^ 

ZssC+*«^i(i— — + + z A+r-:: — ■-—••0 

i.a 1.3.3 i.a..4 1.3...5 i.a...6 i.a...7 

Atqui pofito ^ = *« eft Z = C+~.^*«+i (§. 27.) 

^^ ffi+i "" 7!a 1.2.3 l-a-4 1-2. ..5 I.2...6 1,2. .,7 

Obfervatio pritmu Cafu hoc facile eft expreflionum praecedentium identita^ 

tem demonftrare. 

_ m . iff.f»-i «..ffi-a , •»•• -w-^ fff.».fff-4 ^ 

Htemm i — — » H — r-^ ~ + :^ r- "" i r" t • • • • 

* 1.2 1.2.3 1...4 1...5 1...0 

T rm-H '»+1 • "» I '»+1 w*-^ ''^+^ ''•-^ I "^+^ ''^3 ''*+i ''*"4' . X 

^iH+A,!. 1.3/^1 3 l 4 J 5 1 6^-' 

-^(i-(i-i)'»+0«^- 
m+V' ^ ' ^ jfi+f 

Obfervatlo ftcundtt. Series Bernoulliana varias induere poteft formas, pro- 
uti quantitas x augetur aut minuitur aliqua quantitate conftanti a: fit enim eo- 
dem omnino wodo 

z=c+(x+«)y — r7"di+rir3d^ i...4d*3+Tr:^d:^ •••' 

Obfervatio tertia. Chim feries BernouHiana relationem integralem fub forma 
omnium fimpliciffuna raro exhibeat (quod ipfo exemplo praecedente — . = ^m 
fit fatis manifeftum); ad eam non eft recurrendum, nifi prius tentatis aliis in- 
tegrationem propofitam perficiendi methodis. Seriei hujus collatio cum expref- 
fionibus, quae aliis methodis obtmentur, ad varia ducit theoremata, quibus 
evolvendis non immorabor. 

§. 36. In aequatione differentiali gj = y exponens propofitus<^ poteft 
eife quantitas quaelibet fmiplex aut compofita, dummodo exponentes difFeren- 
tiales omnium ordinum duarum quantitatum variabilium y & x exhiberi pof- 
fmt. Hoc monere eo magis e re effe cenfiii, quod mathematici etiam in cal- 
culis fuperioribus verlatiflBmi non videntur iilud fatiS agnovifle; uti ex dubiis 

patet^ 



patet, quae fagaciffimus Holland amico fuo clarifs, Lambert (Britfweihfet 
I. Band pag, 105O propofuit his verbis: „iiA habe befonders durch die BemouUifche 
Beihe Jinden wollen, ob Jich nicht konnte fjf^dx aus fydx, oder welckes ich befonders 
wunfchte, fxydx ausfydxfinden iajfen. Mein Bemiihen war fruchtlos , wie es noch alle 
weine Unterfuchungen in diefem Punct gewefen Jind. fTenn diefe Vergleichung atlgemein 
mdglich ifi (woran ich noch zweifie); fo febe ich die Enideckung derfelben fOr eine der 
wichtigften an, die man zur Erweiierung der Integral* Rechnung machen kann.^ (a) 

Sit ideo confonniter voto celeb. HollaKd j-= xy; fc^tPes xy. 

ddP ^ ^ . ;ddy 
dx»' ■ djc "^ d]^ 

d^-P _ ,dd5^ . d»y 
dJ^ " ^dx* ^ dx^ 

^^J^ + x^ 
57« ^dx3 ^ dJc* 

dsp ^ A*y , „d5y 
dJ*" ^37» ^ d*5 

^o dx^ euc^ 



H 3 Hinc 



(a) Hoc eft: f^QucerAaminprimLsf anne opeferieiBirnoulliancBixf.yixliceretJymdx 
aut {guod prcedpue optaham) fxyix emere. Conatus meifuerunt uriti, uti 
haSenus omnes meoe hanc in rem invefiigationef. Quod Ji hoec comparatio 
generatim pojffibilis fit (jde quo adkuc duhito) ; inventio ejus mihi una $x po^ 
tiffimif ejje videtur , quibus cak/dus integraUs perjici pojfvt. - 
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i.z''' ■ dxj 






i.a..6 [cU*^ djcsj 



_x^fd^ d^l 
^ 1.2..7 t.d*^ dx-ij 



. 1.2 1.2.3 d* i.2..4d*» i.2..5djt3 i.a..6 djf ^ "" 1.3..7 djp* 

Sit i^^ym 

d* * djf 

3f».i»-I»m-a|_2? I j^ 

dx dv*. 

Quibus 
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Quibus fubftitutionibus faftis obtinetur valor exponentis integralis per ex- 
ponentes difTerentiales omnium ordinum quantitatum y &. x. 



. dZ 

Sititerum -j-. = f y- 

Sit P = ly 

dx dx ^^dx ! 

ddP^Jdtf . dy dv ddt; 

dx» d*>^^d*dAr ^ ^dx* 

d^P dj^ dfddy ddi/ dv , d^ \ 

dF''dA;3+ 333^3^5+33;^^^ ■•" ^d*3 * ; I 

d*i» d^y , dyd3«^ , ' ddtfddv, ".d^t; dy' , d^v " » 

dVP^ydSy dud-^y, ddwdf^, d^yddv- d'»!/ dy , d^w 
d** dxS+Sdj^dP'"*'^:^^*^"*"*"^^ 3:^+53]^ 3^+^/3]^ 



Hiuc 2=C+t/j(y 

X» fdv . dt;"| 

+ IXi L d^+^di d3r + y d;c' J 

~ '"^ fy^^y Xa^ ^4- ^^ ^^'^ 4- «/«''''"l 

ix^L^ ^-^^ d*^ a:^J- • • • 
^ iXird^+^dxd:?^^ Vi«r*+^d:^Sc +^d<J 

« -i^te . ,d»djV . j^ddr djy . • df£ ddy d^t; dy d5t;-| 
i^..6Ldjf5+5jjj,d;,4T^", djc»d*3+/°tL^3 ai^+53]^di+yd]^J 

•{-" ■ «* •pi' ^Wp. ■ ' ». ^ ^ 

§•37- 
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§• 37- Quemadmodum relatio differentialis primi ordinis rr = y ducit 

CLV 

ad relationem interralem , qua Z per x & y determinatur : ita etiam relatio dif- 
ferentialis incomplexa - — s= y ducit ad relationem inteeralem inter -= 

& easdem variabiles; ac deinde ad determinationem aliorum exponentium dif- 
ferentialium inferiorum ipfarum Z & jc. 



1». Sit "^"1= 
tU* 


y- 


Erit (§. 35.) 




^-'^---t 




Sit ^ = C + P. 
dx 




Itaqueg - 


' y 


4<i^ 


(Jy 


cU« 


d* 


d3p 


ddy 


d*3 " 


d*» 


d*/» 


d^y 


d** 


d*3 


d»P 


dV 


djf» 


dx* 



Hinc Z=C'+C*+x;cir- -fL ^+ -fL ^f-^ ^^ +-ilL ^-... 

. i.a d* 1.2.3 0*» i.2...4d*' i.2,..5djf* 

; 1.2 1.3.3 ^"'i.2..4d*^ l.3...5djf»~i.a...6djf* 

; i.a^ i.a.3d* i.2...4dJt» 1.2...S d*^ j.a...oav'» 

' Sit 
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««£f=. 



dx i.z" i.a.sd* i.2...4a**^ i.3...5d** i.a...6cU* 

dP_ _**dy x3 ddy_ y^ d^y *» d^y x* d^y 
d* 1.3 d» 1.3.33P i.2...4d;K^ i.a...5djf* '"i.a...6djf' 



ddP_ 
d;f» "^ 

djf3 Ax 

d*P _ ddy 
d«* d*» 

- d»P d3 



d** d* 






Proinde Z= C"+C'jf+|Cf* 

. x^ 3*^ dy bx'^ ddy lOJf* d^y ^ 15^^ d^y_ ai*' d^y . 

1.2.3^ i.2..4djc i.a...5djf* i.2...6«Cr5 i.»...^ "SJP i.2...8dx^ 



Hinc porro , fi 4-- s y 

erit Z «= C"+C"*+|C*' + rr:;^** 

+ ** y— -4^^" «^yg, 'o^*^ <^<^y_ ^o*^ d^y 35*« d V 56^?^ df» , 
1.2...4 i.2...53je i.2...6d*»""i.a...7d*^ i.2...8djf* i.2...9d** 

Qimidm iit $^ = y. 
d*" * 

Fiet Za=CM-i+CM-i«x+ J-C**^x»+ -i-CM-«rjf8^,... — l — C'*«»4+ L-«c*«»-t 

1.2 1*2.3 I.2...'»-2 I.2...m-I 

1.«' ..-.j_- ji — • — ^Jf"»"r*,, — ... Jf"-r3 i^ 

+ ~ii!Ly— '»'*"^' dy . I g ddy _ i 3 d^ 

i.a...«>r i.2...MH-id« i.2...f»fa dJt* i.a...m4-3 dJc^ 

^...•?±3^, !l...'!!±4x-+5^, 

+ ' 4 d^v ^ I S d*y , 

i.a...»H-4 3*' "" i.2...f»+5 djf« "^ 

I Ohfir- . 
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Obfervatio. Ex his fonnulls plurima curiola faltem theoremata deduci poflent; 
conferendo eas cum formulis, quae cum ipfis identicae efle debent, & quae aut 
integratione immediata» aut methodis a priore diverfis obtinentur. Et hicre^ 
petendum eft (a fortiori) monitum, ut ad ferles Bemoidlianas non prius recur« 
ratur, quam alia fubfidia fuerint exhaufta. 

Exemptum. 
dx"» 






C+-i-x«H-i 



djc"« «+i.»+-a 

^^ = C%Cx+ -Lc*»+ 1 *.fs 

• • • 

• • • 

• • • 

Caput Quintum. 
Be Tangentibus. 

S§. 38- 
it arcus curvaet isque 'totus aut concarus aut convexus verfua 
diametnuni ad quam refertur: per punftum aliquod hujus arcus ducatur linea 
reAa» quae ipfi ita occurrat, ut ad utramque punfti hujus partem extra cur- 
vam jaceat* Haec refta didtur tangens curvae, 6c punftum» ubi curvae occurriti 
dicitur punBhm contaShks. 

Per punftum contaftus ducatur refta diamietro ordinatim applicata. Si 
tangens occurrat diametro» ad quam curva refertur: pars diametri ordinatam 
inter a punfto contafbis duftam & punftum, ubi tangens occurrit diametro , 
comprehenla^ ^citox fubtmgens. 

Sci^ 
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Sdlicct curva AUVt referatur ad dUmetrum A? per reftas ipfi ordinatim ng. ". 
applicatas ilfP, StP'- Per punfhim M arcus UU\ qui ex utraque punfti M 
parte ad diametrum fit concavus aut convexus, ducatur refta MT\ quae curvae 
in punao itfita occurrat, ut ad utramque punfti M partem extra curvam ca- 
dat: haec refta MT dicitur tangens curvae, & punftum M dicitur punftum 
contaftus. Sit MP diametro ordinatim applicata, & tangens occurrat diametro 
in T: linea PT dicitur fubtangens. 

Quaecunque dicentur. de arcubus verfus diametrum concavis, fecile (mu- 
tatis mutandis) ad arcus verfus diametrum convexos applicantur: quare (bre- 
vitatis caufa) de prioribus tantum dicere fuffidat. 

Obfervatio. Ex punfto M ad aliud quodpiam punftum M' arcus AMM* du- 
cafur chorda JfJH', quae produfta diametro occurrat in S. Per punftum M' du- 
cantur refta M'I^ diametro crduiatim applicata; & refta ^'Q diametro paral- 
lela, quae ipfi MP occurrat in Q. , Linea PS dicitur fubfiemu. 

Fit femper UP : PS = UQ, ' JK^Q; hoc eft: ratio mutationum fimultanea- 
rum ordinatae & abfciffae diametri aequatur rationi ordinatae ad fubfecantem. 
Prior itaque ratio major cft aut minor ratione ordinatae ad fubtangentem, pro- 
uti fubfecans minor eft aut major fubtangente: nempe in cafu figurae, ubi ar- 
cus UM* concavus eft verfus diametrum, prouti punftaim M' fitum eft inter 
punfla M&lS, aut fecus. Quoniam vero punfto M propius propiusque ad pun- 
ftttm M accedente (ita ut mutationes fmiultarie» ordinatae & abfciffae-diametri 
continue fiant minores), punftum S continue accedit ad punftum T; ita ut fub- 
fecans contiuue minus differat a fubtangente: proclive eft fufpicari, rationem 
ordinatae ad fubtangentem poffe ex ratione differentiali (fi qua fuerit) ordinatae 
ad fubfecantem deduci; quod theoremate fequente ftabilitur. 

§• 39. Theorema. Ex punfto aliquo cujuslibet arcus, qui totus fit verfus 
diametrum, ad quam refertur, concavus (aut convexus), ducatur refta, quae 
arcum tangat.& diametro occurrat. Dico: rationem mutationum fimultanea- 
rum reftae diametro ab eodem punfto ordinatim applicatae & abfciffae diametri 
fieri pbffe minorem quacunque ratione data, quae major fit ratione data ordi- 

I z natae 
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natae ad fubtangentem; majorem vero quacunque ratione data, quie minor fit 

praedifta ratione. 

Sit JlfP diametro -^P ordinatim applicata; & tangens MT^ quaediametro 

occurrat in T. Detur ratio MP: PS !"fj°^ ratione MP: FT; ideoque fit PS 
minnr mmor ' ^ 

*~ : 1 ipfa PT Dico: rationem mutationum fimultanearum ordinatae MP & 

majOr ' tninftrAm 

abfciffaB diametri jIP poffe fieri ZrJvl^ ratione propofita MP : PS. 
^ majorem ^ '^ 

Arcus propofiti fumatur punftum quodcunque m, priore quhiom cafu fitum 

ad easdem ordinatae MP partes, ad quas eil punftum T; pofleriore ad partes 

oppofitas. Jungatur refta Mm; quae, cum arcus (hyp.) fit verfus diametrum 

- concavus, tota intra eum cadet. Per pun6lum m ducantur re^lae ntp ordinatini 

diametro applicata; atque mq diametro parallela, quae ordinatae MPipR vel pro- 

du£toe in punfto q occurrat. 

By ,. Erit nitio M, :«,«!{ ^ PS.ri «f» } V^ ^ata ratio jap : PS; 

6c tunc effeftum erit, quod proponitur. 

Vel ratio Mq : mq erit rationi datae MP : PS aequalis, aut ipfa 

tmajor priore cafu 1 
\ minor cafu pofteriore y 

Si prius: ob Mq:mq ^ MP : PS refta produfta Mn incidet in punftum 5. 

Si pofterius: refta Mm produfta diametrum in punfto x ita fecabit, ut 
ao.&3<>.punftum S cadat inter punfta / & T, ob MP : PsC^Mq^mq^^ MP: PS; 
proinde Ps ^ PS. Tum igitur refta SM, utpote intra angulun^ TMi^ eique 
ad verticem oppofitum tMm fita, arcum Mn verfus diametrum (hyp.) conca- 
vum iii punfto aliquo M' citra vel ultra M fito ita fecabit, ut fegmentum 
ipfius MiH* intra arcum jaceat. Per iH* agantur refta M'P diametro ordinatim 
applicata, atque iIf'Q diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel produfta? 
in punfto Q occurrat. Porro fumatur punftum quodcunque arcus Mm quidem, 
fi produfta Mm in punftum 5 incidit; arcus autem MM\ fi fecus: & per hoc 
punftum N agatur diametro parallela NP, quae ordinatae MP in punflo i?, 
chordae vero Mm vel MM' in punfto N* occurrat 

Erit femper MP : N'M « MP: FS. 

Atqui 
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Atqui NS > N'lt, fi punfta i», W\ N ad easdetn ordinat» MP partes ja« 
cent, ad quas eft punftum T; tum ergo MR : NR<MR : N'R<MP : PS, •, 

Et NR < N'R, fi ^nfta i», iH', ^, atque punftum T jacent ad partes 
ordinatae Mf oppofitas; tum itaque MR:NR> MR :-N'R>MP: PS. • , 

Sed ratio MR : NR eft ratio mutationum fimultanearum ordinatae MP & 
abfciiTde diametri ^P- Ergo ratio harum mutationum fimultanqarura pQt;qft 
reddi "^'"l^l quacunque ratione propofita, quae "Jfj^' fuerit ratione ordinatae 
ad fubtaugentem. 

§. 4a Corollaria. i^. Ratio 6rdinatae ad fubtangOTtem eft limes ratio- 
nis mutationiim ihnultanearum rcft» a punfto contaftus ad diametrum ordi- 
natim applicatae, & Uneae ex djametrQ abfciffae; feu prior ratix) eft ratio diffe- 
rentialis harum .linearum. 

"■i dx dy 

Ex conftnkHone liquet: fiibtangentem effe-limitem iSi quis detur) fiibfe- 

cantis; quod etiam evinci poteft, ut fequitur, 

' '■■ Sit MP = y; M'P'=y'', PP'=Ax. ; . . •. 

Priore cafu eft MP^v^l^.^+^.^-J^ M+ ^.4^«. 

Alterocafu M^f^y+^.^l+^.^+^.p^+^ ,^+ ,^' '''^ 

*^ d* i.a dx» ^1.2.3 dv3 ^i.3...4,d*'»^ 



' ; V. djf^i.ftdjf» 1.3.3 djf?~i.a...4 dP 



+ . 



PS = yx 



dv— Ajp ddy . Ajf* d3y_ /X*3 d+v 

dJf 1, 2 djc? 1.3.3 d*' 1.3...4 d** 

Si quis fit limes pofteriorioris membrj,. erit etiam aliquis limes prioris. 
Sed (§. 16.) limes pofterioris membri (fiquisfit) eft yj^ygj;' Ergo; limes 
prioris membri, nempe PT, eft yj^... . . . .*,;..: .. : 

. .:3®, Ratio.aequalitatis.eft etiamlinies rationis tangeiitis ad fecantem; qua- 
tenus utraque reaa.hincx punfto cpntaftus ...indepunftis., i^bi diatoetrp occur- 
runt, terminatur. Et proinde tangen? eft limes fecantis. 

' ^3 3". U- 
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3^. Limes rationis fecantis ad fubfecantem aequaHs eft rationi tangentis 
ad fubtangentem. 

§. 41. Hinc quoque detenninantur tam angulus» fub quo tangens oc« 
currit (fi fieri poilit) diametro, quam angulus, quem tangens iacit cum refta^ 
quae a punfto contaftus ordinatim diametro applicatur. 
Nempe fi angulus P fuerit reaus: erit tzngMTP^ ^ = ^ 

& cot. JUTP^ tang. PMT^ ^^^ 
° MP dy 

Si vero angulus ufPM non fuerit redus : erit 

cot MTP = ^jiokc. APM — cot.APM « ^ cofec. P— cot P; 

Mlr (hf 

& cot 180^— i^y a cot APM^ ^coiec. APM 

dy 

cotP-Hr= ^cofecitfJW— cot.^/>Jf=i ^lcofecP-p^cotP; 
Jrr cU 

&coti8o^— /Wr==coti#Hir— $^cofec.if/5ir. (a) 

ax 

§. 4^. Tranfeo ad exempla, quibus ufus praecedentium fonnularum fiat 
£euniliaris. 

Sit Kquatio propofita y«+« c= iit>a" (quae eft aequatio parabolarum, « & « 
exifl:entibus numeris pofitivis). 

Erit («H-»)y"+'*"*^ = «i»jp«»-i 

d^ , 

Ax ^nf+n ^^^(t\i^^^(y")'^ 

^ n 'y n \aJ "* n \aX 

(a) FormoljB bae floont cx hoc theoretnate noto trigonottictri» pltnae. 
Sint A, B^C . . . latera triangoli refttlinei» 

a, b, c . . . angoli hia lateriboa refpeftive oppofitL . 

Datia lateribos ASc B, & angolo c, qoem continefit; reHqoi^lhgoU a, ^- "»«»«- 
diatedeterniiBantor, utfeqoitor: cota «» -jcofccc— cot. c 

cot, 5 Ks -^ coii^c. c — cot ^' 
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cot. MTP =: ~ f -^•M-" cofec. APM — cot. jtPM; 

m 

cot PJUT = — f 1>+» cofec. ^PM-^ cot ^Pilf : 

m 

cot 180^— iWr «== cot^PJ» ^ — f^>-^"cofec.>m 

IW+flN.^-/ 

Sitofso; crit-Pr»=^^^ . o: pjroinde' altero punfto T, quod duftum 
tangentis determinet, deficiente; ejus pofitio foret indeterminata , nifi in 
promtu eflet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit Quo- 

m 

niam autem x = o; ^iL^"H^ =» > ; proinde cot. i8o^ — MTP = cot. ^PM; & 

no^^—MTP^APM. Ideo refta, quae parabolas in vertice diametri tangit* 
parallda eft reftis, qu2B liuic diametro ordinatim applicantur. 

Etenim fi fieri poflet, ut refta, quae ex vertice diametri alicujus para- 
bolae ducitur parallela reftis huic diametro ordinatim applicatis, occurreret 
iterum parabote; fity pars iftius reftae intra parabolam cqmprehenfa. EiTet 
ym+Bfls igwQtt; & proinde y = o, contra hyp. 

m 

Crefcente jc, quantitas ^t^"^ continue decrefcit,nunquamverofit = o. 
Hinc eft femper cot. 189° — PMT< cot. APM. Promde angulo APM exiftente 
refto aut acuto, eft femper i8o®— PMT> APM; & PMT+jiPM<iSo^* 
Sit autem APM obtufus, cujus fupplementum fit MPA\ 

m 

Erit qolPMT c= -^(l)«"+°cofec.^fllf + cotilfA/; Kg „^ 

hinc eft femper cot/Wr>cotilfAf'i PMT< MpJ < izo'^^ mPT; 
unde itenim PMT+ MPt< 180?. , 

Tangentes ideo cujuavis pisffabolae nunquam fiunt diamcftro parallete; fed 
ad parallelismum accedunt eo magis , quo remotiora a vertice funt punfta cur- 
vae, ad quae ducuntur. 

Exefhi- 
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ExempUam, Sit y«jf" = «"+■ , quae eft aequatio hyperbolarum ad afym- 
ptotos relatarum , -exiftentlbus m&cn numeris pofitivis. 

Eft ideo »iy«»-»jfng + M^x^\ = o; 

mx-S. + «y s=e; 
Ax 

dx m X m KxJ mVaX 

^dsf n ' n 

Scillcet ratio fubtangentis ad abfciiTam diametri eft etiam ratio data; fed fub« 

tangens 8c abfciflfa diametri ad partes ordinatae MP oppofitas jacent 

Flg. 13- totMTP = ^cofec.iMrPr-cot.Jlf Pr « ^ jg^ cofecitfP^ + cot.MPA 

m+n 
" eorecMPA+eotMPA 

i fi+n 

eotPMT B ^^fecJlfPr-cotJlfPT « ^(|) " "fec^P^+cotMPA 

Sit JlfAf reftus aut acutus; cotMTP femper major eft quam cot. MPJ; 
fed [ad cam eo propius accedit, quo minor x. Sit autem MFJ obtufui; 

m-fa ' 

cotJif rp = ^(£-) « cofecAfpr— cotMPr 

m+B 

• eotigoo— MrP«cotMPr-^Qjj n cofecMPr. 

Ideo cotiso»— JWTP femper minor cotMPT; fed abea differteominus, quo 
minor x. Scilicet tangens iirr nunquam fit parallela ordinatis MP, fed ad 
parallelismum.^cedit eo magis, quo minor ^h^dSbi AP' 

Sit MPA reftus aut acutus : cot PMT femper major quam cotMPA; «& 
ea difiert eo magis, qno major x. Sit MP^ obtufus: 

' m-t-n 

cot igoo — PMT es cot.MPr— — f -^ "•' cofec. P. 

Proinde cot. 180«— PJWrfempcr minor cotMPT (undeilf/^T+PiKT^iSo*); 

fed 



- x(f) 
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fed ab ea differt eo minus, quo major eft x feu AP. Scilicet tangejtts AtT 
nunquam fit parallela afymptoto AP; fed ad paraUeiismum accedit eo magis, 
quo major AP. 

Exmptum 3. Sit y« = ^(x^^c^), quK eft etiam aequatio hyperbbla- 
rum ad diametros relatarum. 

Erit wv"^i^ a= m—x^t 
^ Ax a^ 

dix flw y"»-i 

dy 6m'jfm-i 

djc -^ otn Jm- 

^dy A»« a™ ^ 

xB^^am fl(m' 



Subtangens igitur PT femper eft minor quam abfcifla diametri. Quoniam 
autem ex natura curvae x > a; quo major x, eo minor -^ , & a fortiori eo 



minor { — ) 



X 



Proinde x poteft fieri adeo magna, ut exceffus, quo abfcifla diametri fub- 
tangentem fuperat, minor fiat quacunque quantitate propofitA,' '"* 

Tv jfia y *,c<Jfec^p— cot.P ..... :,, i , 

(m-I 
(gmN 
„ »~^J*corec.P-cotP. " ■ ■ 



Hiac eft femper cot,Mrp+cot'p> ?-cofec.P. 



K Sit 
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Sit Pe9oe;cotJlfrP>^ 



tutgMTP<—: f«d -eftUoiMtaiigcnticcrefceDtiauignli3fri>. 

Et ia gtami S».MTP+P>^&lMTP 
Sed ^PMT : fauMPT * TPiMP; •rgoeftfeoipct TP>MP.^. 

Sit X 3s a; »—PT ^ "', PT^o; unde altero punfto 7, quod duftum 
tangentis determinat» defidente, ejus pofitio foret indeterminata. nifi in promtu 
eflet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit Fit autem 
cotjnrp- — cotP; cotiso*— JtfTP = cotp; igo»— JlfTP-P; & pr<»- 
inde tangens ad verticem eft parallela reais diametro ordinmtim applicatis. 

Extmphm 4. Sit y- « ^(«^**), qw eft aequatio cUipfium. 
dx 

dy 

dx 
dx 






rfttVy. 






••"-JB* 



ps— f!!. J(!L «— * 



Signiim — indicat fub^ 



tangentem & abfciflas fitas efle ad partes diverfas iineae diametro ordinatim 
applicatse. 



coti8o«— T 

coti8oO-Jr-cot.P + i(-5^-i)'='cofec.P. ' 






Sitxtsa; PTa=o; unde *iftu« tangentis foret indeterminatus. Scd 
»ropter£!!-i = o, fitcoti8o«-r«cotP, feur+P«i8oo. Unde ad 

JC"* • 11 1 

verticcm diametri tangens cft reais diamctro ordinadm appficatis parallela. 

Quern* 



n 

Quemadtnodum y« « __.(«•■ ^jh«>) 

eft etiam *«" a= 7— ^'»— y™). 
Unde fafto jc « a, feu y = *, pariter eft tangens priori diametro paralleUu 

Ex praecedentibus facile folvuntur (fi fieri poflit) problemata fequentia. 

§. 43« Probtma. Ducere lineam reftae pofitione datae pai:alielam, quas 
(fi fieri pofiit) curvam datam contingat 

Solufio. Ducatur refta qusvis, ad quam tanquam diametrum curva refe« 
ratur per refhts huic diametro ordinatim applicatas. Jam ex natura data cur« 
rae determinetur ejus aequatio refpeftu illius diametri, & inde determbetur ratia 
differentialis ^ vel g, Tum in aequatione cotiSo^— r=cotP— zf cofecP 

datur angulus T, & eliminari poteft ^; hincdeterminatioquantitatumjc&y 
femper reducitur ad folutionem aequationis alicujus datae; proinde problema 
tanquam folutum haberi poteft (quantum permittit imperfefta aequationum 
theoria). 

Exmptum i. Sit parabola, cujus aequatio yn-Hssanjptt, ad axem relata 
reftis huic perpendiculariter ordinatim applicatis. Et ducenda fit reda, quas 
parabolam hanc tangat» & axi occurrat fub angulo dato 71 

^ Eft igitur cot T = ^. 
Sed ex aequatione parabote eft ^ = !!^.?!!±!^ « !!!+?. £, 

Bmc—z^ ~cot.T 
y »H-» 

feu jp : y «= «cotT : m+n 

;ic« : yn a= ««cot «r : (m+ii)a ji:«M-n:y«M^>«n«M-ncotM^r:(w+»)*** 

unde y«: d» = nn cot «r : (m+^)» unde x"» : tf» ««M-ncot^M-ar: («+»)«»+« 

n^ n m+n iw+n 
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Exemplum a. Cum propofita fit hyp«rbola , cujus aequatio y»«= — ("V"^) i 



unde^«f^..g^,. 
Fitideo cotr=: -^.^, 



xm-flTO 

r.jc«-i = (x»— an») m tang.r 

II 

m m 



G)- 



jc" : X" 



m ^b\ ^ 

— 0« = tang.*^r: \jJ'^^^ 



Quoniam autem *« > xm— 0« 

m ^ b N m 

debeteffe tang.""»r > V^ «>)«»-» 

& proinde tang. T > - , uti in Ex. 3, §. 42. 

' §. 44. ProbUma. Ab punfto pofitionfi dato ducere reftam, quae (fifieri 

poffit) curvam pofitione datam contingat. , 

Soluiio. Per punftum datum T ducatur refta quaevis, ad quara tanquani 
diametrum curva data referatur per feft^ hulc ordinatim applicatas. Ex data 
curvae aequatione, quatenus ad hanc diametrum refertur, determinetur ratio 

difTerentialis ^ ye\~, qu» fiibftituatur in aequatione fubtangentis Pr=yv-. 
dx dff . • ? 

Quoiiiam difiantia pun6ti Tab origine abfciflarum data fuppomtur, aequatio mde 

nata afficietur tantum quantitatibus incognitis x & y, quae cum «quatione 
curvse combinata ducet ad fplutionem problematis propofiti (quousque per 
tli^oriam sequationuin licet). 

. Exmplum i. Curva data fit ellipfis, cujus aequatio y*= >-^''"'"*")' * 
punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 
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Eft ideo X = ^^, quod indicat fubtahgentem & abfcifTam dia- 

metri fitas efle ad diverfas partes ordinatae. 

origine abfciflarum fit /: fit /— jp=ar^f. jm-i«^;^j ' ^f ^>»-is=f ; x=:ay^-'. 

? ' JSxemptum 2. GUrva data fit hypeitola, cujus^quatio ytt=i~(;r»-fam)- 
& puhftum T fitum' fit hiper diatnetro^ a3 qUam curva'refertur.- " ' 
Eftutlupra;^^^.^.' . 

\StMiwn, ,Qviemadino4^m,- folmip fefliipefi. p#bilis pftprB.iellipfi, fi fuerit 
/>a; ita etiam lemper|)oflibilis eft pfo:liyperbola. fi fiierit / "^ " / 

§. 45. Cura expreflio fubtangentis * Tit 'yj^i fi futtangens 'data fuerit per 
.quantitatem conftantem, vel pex funftionem,quanti|:atu.m x & y; ideo datus 
erit exponens differentialis -^^- per /unftiones. ear^mdem variabilium, 6f pro- 
inde detenninatio quantitatum x^^g peitiaebit ad calculum inj^grajena. 

Exempta. Sit f - i!!^? hiuc y§:? «-^y; J? = !!; ;^ = .^^ 
aequatio ad lineam reftam- . " « Mm 

,quando y=o: tum C=o; Ar= — -i-.. Sit yero Jir = *, quando y = o:- erit Cs=^, 

^^ 4V- . ' * ' " » .' ' ' • . ' • ' . * 

• . Sit / = .^; unde -i^. = y^; _y!l_^ JL l^f^jr^^; 

ijy" ^ 1 •- ^ » tmi+nr-i: 

' K3 . \ : Ob 



Db calculi autem iat^ralis imperfeAionem plerumque huic problemati (quod 
nuthodut tangentium imer/a vocatur) aequatione terminis finitis exprelTa fatisderi 
nequit Imo funt cafus nonnulli etiam fimpliciflimi, qui methodis huc usque 
expofitis trafhtfi non pofle videntur, & de quibus inferius dicemus. Exempli 
caufa fit I » -^ : erit -^^ « y^; de qua formula, & alus ipfi anal<«is, 

infi-a agemus. 

§. 46. Quaecuoque fit origo curr» alicujus algebraicae, ea femper poteft 
ad sequationem reduci inter re^ coordinatas refpeftu alicujus diametri. Ex. 
gr. conftantia fummae diftandarum cujusvis punai ellipieos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate aflumta, ex illa deducitur relatio coordmatarum 
fllterutrius aidum imo & refneftu duarom quarumlibet diametrorum conju- 
gatarum: quodfdlicet quadrata reftarum diametro cuicunque ordinatim appU* 
catarum proportionalia fint reftangnlts fub abfciHis ejusdem diametrL Idem 
valet de hyperbola; pariterque de omnibus ie6tioaibu8 conids, proprietatis fun« 
damentalis loco fumta ratione data diftantiarum cujusvis pun6ti ab alterutro 
foco & a direarice. Proindc, quae jam praecepta fiierunt de duftu tangen- 
tium, quatenus curvae ad aUquam diametrum referuntur per reftas huic ordi- 
oatim applicatas, fufficere poffunt (pro curvis fldtem algebraicis). Quoniam 
autem^equenter evenit, ut curvarum affeftiones, & nominatim proprietates 
«arum ad contaftus pertinentes, modo lucidiori & funpUdori ex aUa quadam 
ipferum origine aut proprietate deduci poffint, quam fi aequatio inter coordina-. 
tas reftUineas inflituaturi e re efle cenfeo, praecipuas curvarum origines per- 
pendere, & methodos tangentes ducendi iis appUcare, non adhibita aequatio- 
ne, qua curvae ad diametrum aliquam per reftas huic ordinatim appUcatas re- 
feruntur. Sed ut hunc fcopum modo fuffidente adimplere valeam: nonnuUa 
praemittenda funt lemmata, quae & m fequentibus capitibus fuas habebunt ap- 

pUcationes. 

§, 47. Theorema. Ratio aequaUtatis Umes eft tam rationis dccrefccntisar- 
cus (qui totus verfus chordam concavus fupponitur) ad chordam; qua» «tionis 
crefcentis arcus ad fummam tangentium per extremaejus duftaram, & concurfu 
fuo mutuo terminatarum. «^.^ 
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Sit JMZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concj»vus). Dico : ex Fig.14. 
uno arcus illius extremo ji duci pofle chordam /iM talem, ut ratio arcu« 
JLU ad chordam JM (quae femper major eft ratione aequalitatis ) minor fit 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem; item, ut duftis ex^& Jf 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in N, ratio arcus JM ad fummam 
JN + NM duarum tangentium (quae femper minor eft ntione aequalitatis.) 
major fit quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratk) propofita majoris ad minorem ea, quam fumma crurum aUcujus 
trianguU aequicruri CE + ED habet ad bafun CD; fe» ratio minoris ad majo- 
rcm ea, quam habet CD ad CE+ED. . Ad punftum A ducatur tangens BA, de 
chorda JZ, quae fiiciat cum tangente Bji angulum BAZ ipfo CED majorem. 
Tum (S. 43.) ducatur arcui ulMZ tangens chordae jIZ parallela, quae ipfi B/t 
occurret. I^t ea MN. Dico fa£him. 

Etenim fuper CD, tanquam bafi, conftituatur triangulum CE'd ipfi jtNM 
iimile. 

In triangulo CE^D angulus CE'D(=N^BAZ) >CED. Ergo punftum Ef 
fitum eft intra fegmentum circuli, cujus bafis CD, & quod capax eft anguli 
CED, Proinde C£'+ E!D< CE+ED (quod fecUe demonftratur). 
Eftideo CEf + E'D : CD <CE + ED : CD 
fed CE' + E'D : CD ^ jfN + NM : jlM 

ergo AN + NM : jlM < CE + ED : CD. 
Atqui I». arcus JLM minor eft fumma jiN+NM; ergo (a fortiori) 
ALU : JiM < CE+ED : CD 
a*. arcos .-ttiTmajor eft chorda jiM; ergo (a fortibri) 
AN+NM : jiLM< CE+ED : CQ. 
Promde {;§. 1.) ratio aequaUtatis Umes eft lationis decrefcentis cujusvis 
arcus ad fuam chordam; & Umcs rationis crefcentis ejusdem arcus ad fummam 
tangentium, quae ab extremis arcus ducuntur, & occurfu fuo mutuo termi- ' 
oantur. 

%. 48. C^roaarim x. Nonunatim ratio aequaUtatis Umes eft rationis de- 

cre- 
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crefcentis arcus circuli ad fuam choi^dam; & proinde etiam dimidii arctis ad 
dimidam chordam , feu arcus ad fmum reftum. 

Corollarium 2. Rurfus ratio tequslitatis limes eft rationis crefcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometiicam. 

Ceterum corollaria haec ;de circulo potuiffent ex propofitionibus Archi- 
MEDis de figuris ordinatis, quae circulo iufcribuntur & circumfcribuntur, de-^ 

duci. 

« 

Corottmtm 3. PoTito igitur Hnu alicujua arcus j, ipfe arcus fun6lio eft 
finus hujus formae (quqp deinceps accuratius determinabitur) 

/ + yir» + J?/5 + Cs'^+Ds^+ ideoque ratio arcus circuli ad finum reftum eft 

i+^/ +Si*+Cs^+Ds*+...'.i 6c ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 
decrefcentis (§. 18.) 

Item fit t tangens trigonometrica alicujus arcus circuli, erit arcus fun£tio 

tangentis hujus formae <— >«*+J5/»+0*+D/5+ Atque ratio arcus dr- 

culi ad tangentem trigonometricam i — -«« + 5/* + O^ + D/* + . . . . ; i. Hujus 
rationis crefcentis limes eft ratio aequalitatis (§. 18.) 

Viciffim, pofitoarcucircuUa, erit t » z+As''+St^-\-Ct^+Pts+, ;, 

t : z = J+Jz +Bi*+0^ + Dt*+. . . . : x. 

,,c.z-Ai^+Bzi+Cz*+DzS+ 

/ : » = i—Jz +JBz^+Czi+Dz*+ : i, 

CoroHarium 4. Quoniamlfin. verf.« = y, erit fin. ver£« = 

^zz+B'z^+Cz^ + D'zS+ .... Sedh^cfotius^ftfequentimododeducere, 

Ratio chordae ad finum verfum poteft fieri major quacunque rationedata, 

Etenim ratio radii dupU ad chordam aequalis eft rationi chord» ad finum 

verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 

pofterior. , • 

Hinc etiam rationes arcus & finus refti ad finum verfuni poffunt reddi 
majores quacunque ratione data. Et ratio aequalitatis limes eft rationum, quas 

finus reaus, chorda, arcus habent ad fummam aut difFerentiam quanti- 

tatum liarum & finus verfi (imo & quantitatum, quae ad finum verfum datas 

habent rationes §. 18O _ - 

§' 49. 
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§. 49- GeMratim per punftum quodlibet ilf curvae alicujus ducatur tan- Fig.ir. 
gens MT, & refta quaevis MP; per aliud quodcunque punftum m' ejusdem 
curvae ducatur refta alicui reftae pofitidne datae parailela, quae ipfis MP, MT 
occurrat in punftis Q & 9'. Dico: rationem aequalitatis limitem elTe arcus 
MNM' & fegmenti tangentis MQ'. 

Etenim per punftum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi Jlf '9 pa* 
rallela, cui chorda MM' & tangens M<^' occurrant in S-& T. 

]im.MNM' : MM' «1:1 (§.47.) 

fed iim.MAf' : M(^'(^MS'.TS^ -= i : i (§.40.) 
ergo lim.AfJVM' : MQ' = i : i (§. 14.) , 

item lim.99' ' QM^Cr^^PTiPS) =1:1 (§.40.) 

Corotlaria. Sit Q angulus reftus. 
i*'. MQ' : .M9 = I : coCrjlfP 

lim.Arj\rM': JW^' = i : 1 
ergo lim.JlfJNrM' : MQ = i : cofrjlfP (§. 14.) 
Scilicet': ratio difFerentialis arcus cujuslibet curvae & reftae axi fub angulo 
refto ordinatim applicatae, aequalis eft rationi radii ad cofinum anguli, fub cuo 
tangens curvae ad reftam axi ordinatim appUcatam inclinatur. 
a^ lim.JlfJVJlf' : MQ' =1:1.. 
MQ' : 99' = I : fm.jjf 
lim. 99' : jw'9 =1:1 
ergo lim. Jjf JNTJf ' : Jlf'9 = i : fm.j|f (§. 14,) 
Scilicet: ratio differentialis arcus cujuslibet curvae & abfciflae axis aequalis eft 
rationi radii ad finum anguli, quem tangens facit cum refta axi ordinatim ap- 
plicata. 

3". Curva referatur ad aliquod punftum Fper radios veftores JlfF, Jlf'F. Fig.i^, 
Sit arcus Jlf Jlf '; & radio veftori FM perpendicularis Jlf '9 , quae tangenti in 9 ' oc- 
currat Centro F, radio FJIf ', defcribatur arcus circuli M'q. Item fit pp' 
arcus, cujus radius FA conftans. 

L lim. 



8a 



hm.MNM' 


: MQ' =1:1 




mq' 


: 99' = I : fm.jl£ 




lim.99' 


: Af '9 «= I : I 




lun.M9 


: Af'? «1:1 


(§. 40.) 


M'q 


'. PP' » FM : FA 


(§. 48.) 


crgo lim.AfiVM' 


: PP' « FW : F4fm.ilf. 


(§. 14) 



Hoc eft: ratio differentialis arcus curv3e & arcus circuli, qui metitur angulum 
duobus radiis .veAoribus comprehenfum, aequalis eft rationi radii vefloris ad 
radium praedifti circuli, multiplicatum per fmum anguli, fub quo tangens cur- 
vae ad radium veftorem inclinatur. 

4«. hm.MNM : MQ' « i : i 

Af^' : Af^ = I : cof.Jlf 
lim. MQ : Mq ^ 1 : 1 (§• 48.) 
ergo ]im.MNM* : Mq » i : cof.3f. 
Hoc eft: ratio differentialis arcus alicujus curvae & radii ve^loris aequalis eft 
xationi radii ad cofmum anguli, quem tangens curvae cum radio veftore com- 
prehendit. 

5^ ]im.Mq : ilf 9 « I : 1 (§-48.) 

lim.M9 : M^Q ^ i : tang.Af 
lhn.JM'9: m'? =1:1 (§-48.) 

lim.Mj : PP' ^ FM i FA 
ergo ]m.Mq : PP' « FM : FAtzng.M (§. 14) 
Hoc eft: ratio differentialis radii veftoris & arcus chculi, quimetitur angu- 
Jum duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eft rationi radii veftoris 
ad radium hujus circuli multipUcatum per taiigentem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit. 

Tranfeo ad applicationes. 
§. 50. 1°. Curva referatur ad plures reftas pofitione datas per aliquam 
relationem datam inter perpendiculares, in reftas poiltione datas ex quolibet 
cnirvdB punfto demiilas* 

Reftae 
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Re&se perpendiculares in reftas pofitione 
datas demiflae, dicantur JHiP, JUP, JKP", JWP", MP".,.. 

feu y, y, y, . yi y .... 

Arcus curv3e dicatur a. dy dy' dv' dy" dv'' 

Exrelationedatadabitaretiainre- ;p-, 3^, -3^1 —-> -— .«.. 

latioexponentiomdifferentialiam (U d» ua (W? d« 

proinde etiam dabitur rela- 

tio inter quantitates coLTMP, cof.TMP, colTMP\ coLTMP^,co£.TMP:.. 

Atqui punftum M & perpendicula MP, MP, MP\ MP", MP"". . . . 

dantur pofitione; ergo dabitur aliqua affeftio tangentis, per quam determi* 

nabitur. 

Exemplum i. Summa reftangulorum praediftorum perpendiculorum pcr 
reftas magnitudine datas a, a\ a\ a", a\ . . , datur magnitudine. 

Erit ideo 
acoLTMP+ a cof.rJirp'+ acoi.TMP" + a-cof.™>''+ a'W.rJIfP"+ ..,.=10. 

Lbcus propofitus non eft curva aliqua, fed linea refta (uti videre eft ex 
ojpufculo mcOj Jhhfgonomitrie , Geneve 1789.) 

Exmptum 2. Summa fpatiorum, quae ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes, datur magnitudine. 

Erit ideo 
aycoLmp+aycor.tMp'+ayair.mp'^ayco[.TMr+ayco£.TWP"+ ..,. = o. 
Quam proprietatem ad feftiones conicas pertinere demonftrare poffum. 

ExempUm 3. Summa re6bngulorum praediftis perpendiculis binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. . 

Fit ideo . y 'cof. TMP + y'cof.r«P + ycolTMP + y"co{.TMP +.... 
t/coLTMp' - +y'coi.TMP + y^cot.TMP' + ycoiTMP' + . . . . 

yco(.TMP' + y'coLTMr+ - +/cof.7'iW/'''+y"cof.7:«fi'«+.... __. 

ycof rif/^ + y'cof.m/'-+/cof.7»/'"+ - +yco[.TMP'+.:.. " "* 
ycof.mp"'+y'cof.mP"'+y'cof.7'.flfP"+y-cof.rJHP"'+ - +.',,. 

quae proprietajj ad feftiones conicaspertinet. 

La §.5*1.' 
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§. 51- ^''- Sit curva ad plura punfta relata, per datam relationem inter 
radios veftores ad haec punfta dxx&os. 

Punfta data fmt F, f\ F", f^^ F" . . . , 

Radii veftores dicantur r, r', r\ r", r'' . . . , 

ExrelatioDedatadacatnrrelfttio ^ dr' dr' dr" dr*'' 

interexpo&enteidifTereDtialet JJ» JJ> g^» ^t dz ' ' * * 

feu inter quantitates co[.FJirr, colF^MT, co(.r JUT, colF^MT, colF^^MT. . .. 
unde pofitio tangentis determinatur. 

Exemplum i. Sint duo punfta data; & fumm» radiorum reftorum detur 
magnitudine. 

Quoniam r + r datur magnitudine; 

. dr , dr' 
elt _ + _ «»9 

dz dz 
feu cof. FMT+cotJF*MT^ o 

hinc coLFMT «s conigo*^— i^'JlfT, qu« eft proprietas nota el- 

lipfeos. 

Exemptum 2. DilTerentia radiorum veftorum detur magnitudine. 
Quoniam r ^ r datur magnitudine; 

dz dz 

cof.FJWr— cof.2?^J»r= o 

FMT= F*MT^ quae eft proprietas nota hyperbolae. 

Exempltm 3. Ratio radiorum veftorum fit femper eadem. 

Quoniam ratio r : r eft femper eadem, 

eft etiam ratio ^ : ~ femper eadem: 
dz dz "^ 

hinc ratio co(.FMT: coLF^MT femper eadem, quae eft proprietas drculL 
Exemplum 4. Reftangulum ex radiis veftoribus detur magnitudine. 

Quoniam rr' datur magnitudine; ''';p + ^t^ = o 

r'cof.F^r+rconFJHr= o 

r cof.iPJHr«r cof. iSo^^-^F^MT, qu» eit proprietas 

curv» CafliJQianae. 

Exem^ 
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Exmphm 5. Summa fpationim, quaedatas habent rationes ad quadrata 
ex quotlibet radiis veftoribus, detur magnitudine. 
Quoniam , , 

ar- + "r» + .V^ + «"r"» + a'r"^ +... da- 

tur magnitudine ; fit 

^s+ *"s + "'•aj- + «'s + *'"'"^ +•••-«'• 

hinc , , ^ ' 

flrcof.F^f r+a r cof.FJIfr+aVcof.F'iIf r+a r cof.F"j»r+a' VcoCF-if 7+. . . = ©. 
quae eft proprietas circuli. (Vid. De rdatum mntua tapatiMu et termmortmi figurL 
rum. Vars. 1782.) 

§. 5?. 3°. Curvareferaturadaliquodpunftum datum, &adreaam, per 
angulum, quem radius veftor fadt cum refta pofitione data. 

Angulus mutabilis dicatiur x 

Ex relatione data inter radium veftorem & angulum mutabilem dabitur 
exponenS diiFerentialis -r--, feu rcotFJHT. 

Exemphm I. Sit radius veftor r datus magnitudlne. " » 

Fit ideo ^ = o; co£.FMT= o, FMT^qo\ quae eft proprietas circull 

Exmpkm 2. Sit r ta ax 
j_ 

g3j « a; rcotFMT=.a; tang.FJHT^l, qu« eft pro- 
prietas fpiraljs Archimedeae. 

JExempltm 3. Sit rcof.»i* =* o. 

^*^ 3^of.«|j;-.rcof.|jrfm.|:tf «o 

rcot.Filfrcof.J* = rfin.i* 
cotFJBT =tang.f* 

FMT = 9o°-5*, qu3eeftproprietasparabolae. 

Exemphm + Sit r = ^* 

. . , * a+ecGLx 

erit ^ ss ^^gfin..r 
djc {a+ecqi,x)* 
rcotFMT » ^ ^^^fin-y ^ ^ <fip.-y 
(a+*COf.;0' *a+?cof.x 

o-l-#coi.jf eUipfeos. 

L 3 §. 53. 
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§. 53- 4^- Curva referatur ad aliquod pnnftum & ad aliquam reftam, aut 
etiam ad plura pun6la fimul & ad plures reftas. 
Ex relatione data inter quantitates 
^, ^\ ^^ r", .... y, y\ y*, y" •••• 

dabitur relatio inter exponentes differentiales 

dr dr' dr' drf dy dy' dV* dy* 

d;^' c&' dj* ds'''"" di* d»* d«* S "•• 

feu inter quantitates; 

wf. FJfT, coC^Jtf r, cof.i?'^, cori?^^ 

unde pofitio tangentis determinabitur. 

i^. Sit unicum punftum & unica refta. 
Extmflim !• Sit r^ » «y 



fit ar^=.^ 








arco^.FMT^acolPMT t quae proprietas pertinet ad circulum. 


Exmptum 2. Sit r - ^ 








fit^=«^ 
ds ff (U 






' 


cof.FJIfr = ^coCPMT, qvx proprietas pertinet 


ad feAiones 


conicas. 








a*. Sint plura punfta & plures reftae. 








Exemptum. 








Sit mr* + m'r* + mV* 


+ 


m Nt^ 


1 • • # • 


= «y + «y + «y 


+ 


m n 


+ 


erit a-.^^^ + ^-'■d. + ^'""d; 


+ 


• «dr" 


"f" • • • • 


^ \^ + a'^ + a'^ 
dz dz dz 


+ 


a'^ 
dz 


+ • • • • 



feu awrcof.FiIf r+ aw r'cof.i''if Tf tw V cof.i^JlfT+ tmYco{.F^MT+ 

= «t:of.PJirr+ acor.P'MT + a^coLP^MT + acolF^MT + 

qu9e proprietas pertinet ad circulum. 



&Aoi(fWI. 
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SchoHum. Ex his exemplis patet, faepe potius efle, proprietates curvarum 

ex proprietate quapiam primaria deducere ; operationesque mere .algebraicas 

pofle fleri & longiores & miaus lucidas, quam quae magis geometrice infti* 

tuuntur, 

Gaput Sextum. 
D e L g'a r i t b m i s. 

§. 54- 
Tn diflertatione jam nominata Expofition eUmentaire des principes des ecdculs fupe» 

rieurs cap. VL logarithmorum theoriam & calculum ex contemplatione curv» 
logarithmic» deduxi, . Et quidem curva haec omnino mihi apta videtur ad di- 
lucidandum hoc caput, quod tanti efl: per univerfam mathefin momehti. Cum 
vero idem fpeftari poflit tanquam ad-calculum proprie pertinens, methodus 
mere algebraica, & progreflionum geometricarum natura immediate nixa, po- 
tior videri poteft , quam methodus mixta (nempe partim goometrica & partim 
algebjaica), qua in praedifta diflertatione ufus fum. 

Methodus autem, quam hic profecuturus fum, eft mere elementaris, ne* 
que ulla infiniti notione affefta. Eandemque eo lubentius evolvam, cum (quod 
fciam) prorfus fit nova, principiis prius pofitis omnino confentanea, fecunditati 
eorum luculenter oftendendae apta, & demonftrationi Pfleidererianae theorema- 
tis Tayloriani valde analoga. 

§. 55- Sit fl2 quantitas exponentialis, quae proinde funftio eft exponentis 
mutabilis z. Et quoniam immimita z ( pofito a numero pofitivo unitate ma- 
jore) unitas eft limes quantitatis decrefcentis a» (§. 22. ) 

Sit rf» « i + Jz + -B^* + Cz^ + Dz^ + Ezi + Fz^ + G;^^ +.... 
Erit ideo a^ = i + 2Az4^2^Bz^+2^Cz^+2^Dz^+2^Ez5+2^Fz^+2^Gz7+.... 

ifiz « i + 3^z+s^Bz^+s^Cz^+^Wz^+^SEzS+^^Fz^+3^Gz^+.... 

fltt ^ i+^Az+^^Bz''+j^^Cz^+^Wz^+^^EzS+^^Fz^+^^Gz^+.... 

0» = l + S^^+S^Bz^+S^Cz^+SWz'^+S^EzS+5^Fz^+S^Gz7+.... 

• - - • - m . m 

.: - ' ' ' ' " "Hintf 
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Hinc fumtis differentlis primis erit (§. /. htrod.) 

(a* .xja* s .4x+(a3-i)Bi24<a3-OCx3+(a4-i)I}x4+(a5.i)£z5+(26.i)fx«+... 
(a*-i)a»=-4x-K3»-a»>Bx»+(33-a3)Ci3+(34.a4)Dx4+(35.a5)£i5+(36.26)f>B6+... 
(a«-i)a3««^+(4».39)Bia+(43-53)Oi3+(44.34)Dz4+(4S.35)£x5+(46.36)Fa6+... 

(a*-x)a4»eA+(5a.49)Bx3+(s3.43;Cx3+(54-44)Di4+(s$.45)£t5+(56.46)fi6+... 



Quoniam autem a«sss j + As+Bz* + Cz^+Dz*+Ez'+ .... 
et «»-i = • Az+Bz*+Cz^+Dz*+Ez'+ .... 
primus terminus fingulorum produ£lorum, (fl«-i)a«, (a«-i}fl«, (fl«-i)fl», 
(a>-i)4z, . . . . ipfe fit Az: unde in aequationibus praecedentibus dividendo 
per «, & aequando termmos conftantes (juxta methodvun reverfionis ferierum), 
fit ^ss.^. Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumantur dilTerentiae fecundae. Erit (§. /. Introd.) 
(a«-i)»fl« =A"(3»...i»)5a»+A'(33...i3)Cs3+A'(34...i4)Dai44.^'(35...i5)jE85+... 

(fl»-i)«o» = A"(4»...2»)5a'+A'(45-a'K«3+AV-2*)^«*+^'(4''-..a')JE«^+... 
(«»- i)»oJ2 = A'(s«...3«)5«»+A"(5'...3')Ca3-l-A'(S^..3*)^2*+A''(55...50^'+. . . 
(««-i)«fl4» « A''(6«...4«)5a«+A'(63...43)C«3+A"(6'»...40Oa'»-l-i^\65...45)£«5+.. . 



Jam vero, quoniam fl«-i = Az+Bz^+Cz^ + Dz^ +Ez^+ , . , . 
prlmus terminus tam quadrati (fl» - 1)*, quam fingulorum produftorum hujus qua- 
drati per termmos fl» , o»«, «3«, «4* . . . . eft Adz*. Cofe*fFiciens autem primi 
termini Bz* fecundi membri cujusvis aequationum praecedentium eft differentia 
fecunda quadratonun numerorum naturalium ; &proinde (^iq.lntrod.) quantitas 
conftans i. ». Hinc ^videndo utrinque per «» , & aequando invicem teminos 
conftantes (juxta methodum reverfionis ferierum), fit AA = i.tB; &proinde 
B = -^AA 

1.2 

Suman- 
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Suffiantar differentiae tertiae; erit (§. t^Inirod.) ^ 

(a.-i)3fl» =A"(43...i3)Ca'+A"(4*...i'»)Da*+A"(45...i5)E»»+AlC4*...i<>)i^*+... 
(a». lyat* = A-(53...23)C23+A"(5*...2'»)0»*+A"(s5...2S)£a5+A"(5'...26)^»+. . . 

(a:»- i)*«s» =A"(62...33)Ca3+A-(6*...34)D2'»+A'"(65...30£«5+A''iC6^..3*)^2''+. . • 
(a« - i)^ai^ = A"(73...43)C83+A"(7^..4*)Da4+A-(75...45)£85+A"(76„.46)/i)g6+ . . , 



Quoniam fl« — X = a& + 5a!» + Cs5+ D«^+£«5+ . . ; . . 
primus terminus tam cubi (o' — i)^, quam fingulorum produdorum praedifti 
cubi per terminos ««, aa^, o3* a^z. . . . eft^a*. 

CofefFiciens autem primltermini Cz^ fecundi membri cujusyis aequationum 

praecedentium eft (Ufferentia tertia cuborum nnmerorum naturalium; & pro- 

inde (§, q.Introd.) quantitas conftans =1.2.3: hinc eadem methodo, qua coef- 

ficiens B fuit determinatus , fit jP = 1.2. 3C; & C = _i-_/^. 

1.2.3 

Sumantur difterentiae quartae; erit (§. t.H^od.) 
(az-j)4fl»«A"(54...i4)0^4+A"(55...i5)£a;5+A"(56...i6)i?386+A"'(5r...,r)Ga7+.; 

(a2-i)4a«=A"(6*...2*)D«4+A"(65...25)Ez5+A"'(6*...a*)Fa6+A'''(67...27)G«?+,. 
(flz.i)4a^2=A"(7'»...34)Da4+A"(75...35(£l85+A*'(76...3«)/Ss<»+A"'(77...30G'»7+.. 
(rt«-i)'la4z=A"(8'»...4^)Da'»+A"(8*...4O£2^+AlC8^..4">R5*+A"(8^..40G«'+.» 



Quoniam a»— i = ^a+B2* + Ca3 + Da^+£«5^ 

primus terminus tam quartae poteftatis (a* — 1)4, quam fingulorum produfto- 
rum hujus poteftatis per terminos «» , a'*, asz, a4«, . . . , eft .A^z*. 

Co(!'fficiens autem primi termini Dz* fecundi membri cujusvis aequationum 

praecedentium eft differentia quarta quartarumpoteftatum numerorum natura- 

lium; &proinde (^.q.Introd.) quantitas conftans = 1.3.3.4. Hincpriore me- 

thodo fit ji*= 1.2.9. aD; & O = —1 ji*. 

1.2.3.4 

Eodemprorfus modo, fumtis diiferentiis quintis, primus terminus omnium 

produftorum (o»»— x)5a«»* eft A^z^; & co^fHciens primi termini Ez^ pofterio-' 

M ' ris 



ris membri rmgulanun expreflionam horum produftomm eft difTerentia quinta 
quintafum poteftatum numerorum naturalium, nempe 1.2.3.4.15. Hinc 
^«= 1.2. 3.4. 5E; & £ » — i^jfi, 

Tum fumtis dlfferentiis fextis, priinus terminus omnium produftorum 

(a*— i)*o", eft jI^z^. Coefficiens autem termini E&^ eft differentia fexta fex- 

tarum poteftatum numerorum natiiralium; & proinde (§. q. Introd.) quantitas 

conftans' 1.2... 6. Hinc «rf^ = i. a. • • $. 6F; 6c F tn — l — A^. 

I.2...5.6 

Eadem methodo determinantor oofifficientes potentiarum fucceffivarum 

ipfius z; unde confequitur formula generalis. 

4»(= 1 + M + Bz^ + Cz^ + Dz^ + Ez^ + F^^ + ) 

1. 2 1.2.3 1.2..4 1.2..5 

§. 56. Quantitas ideo exponentialis «» exprimi poteft juxta legem admo- 
dum regularem per exponentem z, & aliam quamdam quantitatem A, quam 
ab ipfa « pendere deinceps videbimus. 
Si vero z fit numerus negativus, crit eodem omnino modo -i(sBflr«) ^ 

^ I^JZ + J^A^Z^ L.^a3+-i— ^4;54__i_^5;55+ 

1.2 1.2.3 I.2,..4 I.2...5 

Obfervatio. Si Jz tinitate major non eft: feries haec non modo convergit; 
fed etiam tennini ipfius, inde a termino quocunque propofito fumti, celerius 
decrefcunt, quam termini progreffionis alicujus geometricae decrefcentis. 

Etenim fit -4» « i; fintque trcs coeffidentes fucceffivi -i— , ^ ^ ^ - • 

L— : termini hi funt inter fe, uti i, ;^f ^- ~- J«n yero 

J.2...P+2 P+i i^+i P+^ 

_? L-<- — i — : ergo termim hi vdocins decrefcunt quam in progreffione 

P+i f+* (P+i)* 

geometrica, cujus cxponens -^. Idemque tanto magis obtinet, &Az<it. 
Quodfi autem Jis>i. Sit p numerus integer non major ipfo Az, fed illi 
i'i 1.2.3 ia...4 



laoximus. Termini Js» -i-i^»», -i- ^«» , -i— ^^«^ . . . rh~«'^'^^ ^^^' 



tmue 



01 
tinue crercunt: qui vero hos fequuntur termini,.coiitinue decrefcunt» 6c rapi^ 
dius quidem quam in progreffione geometrica. Etenim tres terminifucceffivi, 

I ^P+m^P+tn ^ 1 ^^fp+tn+IgP+m+I, i_^m+«5^P+«»H-i 

1.2...p+m I.2...p+iW+I 1.2...p+m+Z 

funt iuterfeutiquantitates i, , — — — . Quoniam autem — •< i , 

Am ji^z* A*x* 

t»to nuigis eft J5:s+I<i ■' '«^'"«"' ^4^555*=« *'(?SSTF- ^"'^ 
t^rmini fucceffivi xapidius decrefcunt quam in progreffiqne geometrica» cujus 
exponens ell numerus frafhis -• Nominatim praedi£hi feries inde a ter- 

mino - ^ rapidius decrefcit quaminprogreffionegeometrica, cujus exponeni^ 

1.2...p ' ' 

: itaque fumma terminorum ab hoc termino decrefcentium minor eft quam^ 

^ ^ I 3r 1 , feu jdA^ . _?±I_, Proinde utut magnus fit numerus 
I.2...P L^— ;5+J I.2...P p+i-Jz 

A»j feries haec ultra certum limitem non excurrit. 

Ceterum quod ad applicationes feriei hujus attinet; fatendum, eam ufus 
facilis eife iis tantum cafibus, quibus jtz^^u 

§• 57- Applicationum quarundam liujus feriei gratia , quae deinceps ex^ 

ponentur, e re erit in ejus naturam penitius inquirere, 

j1z\^ 
Sit bmomium (i H ) ; erit femper 

^»-^ IIII2 «* la 3 »^i 4»-» 

1 lii^ i^i^ 

= 1+^«+—^'** + JjL.^^^5 +-1?..^^V + .... 
1.2 . . i.a 3 . 1-2 4 

Sit autem » numerus pofitivus, qui msijor fieri poffit quocunque numero 
propofito. 

i^ Sit jk^i. Unitas eft limes ffaftorum i — i, i — -, i — 2., .... 



i*— ^, quorum numerus p; & proinde etiam unitas^ eft limeS pfodufti , 
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1 — -. I—-. I— ^. I — i. . . . I — ^ (§. 21.); unde feries 
n fi M n 

I +1 + -L- + — + -i— +....+ — L — eft limes feriei 
i.a 1.3.3 I.2...4 1.2.. jp+i 

I + I + 1 + — H H + ^^ i+ _!L 2.. 

1.3 1.3 3 I.^ 4 1-2 Jl+l 

Atqui, quQ major p, .eo.minores funt faftores fequentes i —^11^; & eo 



majores funt denominatores i..3...f +» + 1 terminorum fucceffiyorum; pro-' 

inde, a fortiori, feries 1 + 1+ — +-JL,+_JL_+__i_+..,. eft limes feriet 

1.3 1.2.3 1«2"4 I.2..5 

,.I i.i. i.£ i.l i-l i.i. i-l 

1 + 1+— 5.+-^ 5+ — 5 !1+ — 2. 2«+ ; feu quantitatis 

1.3 1.3 3 1.3 4 i.a 5 

a^. Haec valeht a fdrtiori, fi As<*i. 

t 
3®. Sit -/& > I ; & fit /y numcrus integer non major quam 3, fed eJ 

proximus. 

i-i. i-E^ 
Sumto termino !L... "^lA^z^ j termini, qui illum fequuntur, rapi- 

dius decrefcunt quam in progreilione geometrica, cujus exponens — r. tum 
quia faftores fucceflivi denominatoris f+^» 1^ + 3» p+4-...i»+»» majore?^ 

funt faftore p+ 1 ; tum etiam quia faftores numeratoris i — - , i — ?ii .... 



I — oi^ fimjt continue minores: & proinde, afortiori, fummaomnium ter- 

i--i i-i i-£^ 

minonun, inde a termino ,-U._lE — !L^P-sP, minor eft quantitate 



i.^ 3 f 



'° ^. i .... _!L-^P«p( i_-^ ), cujus limes eft 

I.a 3 |7 ^ i^+i^ . 

I 
— i — A^:^ . i - — ; tantoque xziagis fumma omnium terminorum inde a ter- 



1 1 1 p+"^' 
mino JLt... - ' " ^"'aP+'" minor eft qu»ntitate 
1.2 p+w» . , . 

"^...^H^^^a^^+^Ci-^ ), feu i-I...llIIZ^P+"«P+«._i_, 
j[X f+w- , • >+«»'^' . i.ft p-^-i • jH-w-^a 

cujus limes «^ ^^^/J.^^^./ ''^"^'^-^^:^; quaecumminorfit<iuan. 

*'^^^^ IXTTiV+^i^ Xj^+O'^' ; ^ """"^^ q««cu|.que quantitate 

propofita* . - 

Proinde tandem in omni cafu feries 

T ' • i 

I+A+ JLf»:iV+.^ ferid, qu» ori^ 

laireJt qusmtitate'<i+ ^)' evoHita, feu eft Kmes hujus (Juantitatis. 

§. 58- Quoniam a exponens eft rationis a: i; a» exponens eft rationis 
(a.iy. Scilicet ratio (a : i)» CQmponitur ex z rationibus ipfi rationi at t 
«quaiibus; feu « inetitur rationem- (« ; i)«. Hmc « dicitur hgarithmu ratio- 
nis («: i)*; feu omiflb confequente i, communi & oonftanti, z £citur loga^ 
rithmus ipfius a«, quatenus logaritlimus ipfius a eft unitas. Quantitas a dici- 
tul: ba/is logarithmica; quantitas u1 autem didtur moduUu. Diverfitas fyftema* 
tum logarithmicorum pendet a bafi a; proindeqtie etiam a moduh» ji> 

Bafis itaque a modulo ^ita pendet, ut fit 

1.3 1.3.3 , 1.2...4 ^i.a...5'* +1.2...6 ^••»" 

Ex.gr. Sit.f=i; erita=i + i+. -!-+-!_+ _JL_+-J:_+"+ ...; 

i.a 1.2.3 1.2...4 1.2...5 1.2...6 

«2, 718 381 828 ^gi 

Syftema logarithmicum huic fuppofitioni refpondens dicitur ^^«iw «afli. 
raiey feu etiam hyperbolicum ; atque inter mathematicos convenit^ bafim a 
hujus fyftematis per litteram t defignare- X 

M 3 §.59. 
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§. 59* Qaoniam 

1.3 1.2.3 I.2...4 1.2..S 1.2...6 

i.a 1.2*3 I-2...4 i*a...5 I.3...6 

erit £±1!= , + d!.,.+^,4+^,.+^,. + ^,.+„. 
a 1.2 i.2..4 1.2...6 i.a«..8 i.2..io 

i::i2-<fe + ^,.+^.»+^,'+ j^,.+^^+... 

2 1.2.3 1-2..5 I.2...7 1-2...9 I.2..II 

l^ominatim 



2 1.2 I.2..4 I.2...6 I.2...8 t.2..10 



Z^+ 



t»9 



«*— r* 



2 1.2.3 l.2»S I.2...7 I.2...9 I.2..II 

§. 60. Quoniam 

i# « i+^+ J_^«»+ -1_^«3 + _1_^,4 + — L-.#5«5 4. 

1.2 1.2.3 1.2...4 1.2...S ^ . 

Expfnentibus differentialibus fumendis erit 

|^= ^+^«+-L^«»+ -L^V + JL^^ii+ __£__^;65+ 

a« 1.2 1.2.3 I.2...4 1.2...5 

^ACi-¥Ai+-LjS»z*+ -1_^«3+ — L_^V + — ^^*«*+ . . . . 
1.2 1.2.3 1.2...4 1.2...S 

rsjtx.1^. Bmc 



d»» 
d*<^ 






d«9 
d*a« 



Pro- 
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Pfoinde. exponentes differeBtiaJes ommum ordinum quantitatiB exponenkialis 
«« exponentisque ejus « fequuntur progreffionem geometricam , ^jus expoaeid 
eft ipfi A aequalis. 

§. 6i. Quoniam a » i+^+— +— + J^ + -f^ . _:^ . 

I.» i.a.3 1.2..4 i.3-..5"*"i.2...6'*" • * • 

feu «-,- ^+^+^+-^+^+^+ , 

Adliibita methodo reverfionis ferierum invenitur modulus A- per bafiih a ex- 
prelTus. Potior autem milii videtur ufus fequentis methodi, qua fimul loga« 
rithmorum ipforum expreffiones confequimur. 

Qnoniam a* = i+^+-ff!»»+j!fL»3^_f^2* + -i^l^5 

1.2 , 1.2.3 1.2...4 i.a...5 
fiat z =■ «As. 

Sit«ut«n (■+^+f>'+lX3'^'+r5^'^*+rZi'^'+-">-'+'' 

.rit '*>»+r5'"'+jX3'^'+r5^'^'+ifjAz5+..)=(.+„)i_, 

et AMi + i^A, + j^i,.+ j^^, + jjili,4+„.) =,((4.)5-.,) 

«i^— ^i;»+~^.l-lt;3— ijl.lj».ljLt;4+'-7 *-;r 3-"? 4-r 5 

1.2 1.2 3 i.a 3 4 T?*"!"'—"" ""•••• 

Sed m^ B « ss log. \ +» (hyp.) 

Ergo ^log.i+t;(i + ilA«+^^A««+-^A»3 + j!1.^44.^A««+ 1 

i.a^i.2 3 1.2 3 -T''+-i:r"-T"'--^ 



Ciun 



V 
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Cttm haec «quatio femper locum habeat, limites etiam membrorum ejus 
fiiatioter fe aequries (§. 4.) Sed hi limites funt ^log.i + i;, & 

V — {v^ + |t;3 — ^v^ + |t;5 — . . . . 

ElgP Jlog.l + v « f;_|t;* + |t;3— ^t;* + .itf5« . ^.. ^ ; 

Hinc ^log.i— t; ^ — ^u+-lv^+^v^ + ^v^ + lv^+ ) 

UucLb .-rflog,>^i-t;i;«—(t;» + }t;4 + ^v^ + |t;«^+ ) 

Ct ^log.rii^^ (c;+it;3 + X|;5 + fc;7+ ) 

Non pertinet ad fcopum praefentem, varias evolvere formulas variaque 
artificia, quibus (quamvis diu pdft inventos & computatos logarithmos) cal-' 
culi logaridunorum compendia fuere fubminiibrata* Confulantur hac de re 
fcriptores, qui artificia illa exponere fategerunt, quos inter fagacifTimus Ber« 
TRANO in opere fuo infcripto: Divetopmnii nouvetm de ta partie elementaire des Ma^ 
ihematiques. 

5-62, Formulam -rflog. I + «; = t; — it;» + f t;5 — it;4 + 1«/5 — 

oonfequi potuiifemus per prima calculi diiTcrentiaiis principia, ut fequitur. 

Sit itaque y = log.i+e. 

Erit -^ = — . — ; & quoniam y»=o; quando »«0, fit (§. 37.) 
dt; A 1+0 

y = _L(t;-_|t;» + fi;3— ^t;*+|t;5— ....); quod etiam poteft obtmeri 

convertendo -^ in feriem, & integrando. 
i+v 

Nempe: ^ = ^(i — v + v^ ^ v^ + v^ ^ v^ + . . . .) 

y = ~(u— ft;» + ft;3-^t;4 + |i;5— |t;6 + ) 

feu ^log.i+t; == (v^lv^ + |t;3 — «i;4 + ^v^^^v^ + ' * ' '^ 

Corollarium. Quantitate v manente eadem, produ6him ^log.i +v ejus- 
^em etiam magnitudmis manet. Proinde in diverfis-fyilematibus, logarithmi 

unius 
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nnius ejusdemque numeri funt in rationie inYer& modulornm horom fyfte- 
tnatuin. 
Eftetiam^Iog.ri^' -»+!»» +|t;* + |i»'+ . 

Sit '-±^ = aa«: unde v^^^^; & ^og,^i±^«^log.«^. 
I-Hif a»*+i 1 — » 

Sit b bafls fyftematis logarithmici; unde log. a &= log. b^z i; 

^= ^+5G^)'+<^)'t»(^)'+ •- ••; 

Obfrrvatio. Modulus cujusvis fyftematis eft logafithmus naturalis bafeo^ 
hujus fyftematis. Etenim quoniam modulus logarithmorum naturaiium feu 
hyperboliconun eft unitas, erit ^log. & » log. hyp. ^. Sedlog.*= i; ergo 
^«log.hyp.fr. . ' 

Ex. gr. Bafis Jogarithmoi:um viU^iiu^^ Briggianorum eft i6. Loga^ 
rithmus hyperbdicus ipfiusip eft a, 301 585^ J[* Hinp modulus logarithmo-» 

rum yulgarium eft 2, 304 585 ji Plrbmie fi logaritlttni hyperbolici per hunc 
numerum dividantur, oriuntur logarithmi vulgares}. ^i^iflim^ fi logarithq^ 
vulgares per euiidem «Aimenim muItipUcentur^ oriuntair togarithmi hyperbo« 
Iici. Cum autem logarithiAorum hyperbblicorum iifu9 fit quam freqaenrifllmms; 
optandum (ane foret, ut tabulde horum bgarithmorum in promtu eflent non 
minus extenfas] quam tabulae vulgares. 

§. 63. Poftquam logarithmorum theoriam 6± contemplatione ^gi^o^ 
hum geometricaruin pirhnar&que ^ahmdem proprietatibus deduxi, atqoe ita 
ad calculum elementarem revocavi : non inutile ^cenfeo in gratiam tironum 
idem f^bjefhmfi paulo^aliter tra6bre; ftriftim ea exponendo, quae in opufculo 
Mxpojtioh ttementKTt OLC, de curva fegaritlmuda fuTnxs tradidi. * ' 
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De/buti0. Carim. ioffrithidtd fea logiftica ea eft, in. qvia, abfdflis in pto^ 
greffione arithmetica fumptis, reftae axi ordinatim applicatae geometricam fe- 
quuntur progreflionem.. 

CoroUariMm. Ex definitione immediate fequituf : partem axis abfciflafum, inter 
duas refbisaxi oidinatimapplicatascomprehenfam, menfuram efle rationis harum 
ordinatarum; itaut, differentia abfciflarum manente eadem, ratioordinatanun pa- 
ritereadem nt; & viciflin^ yatibiie ordinatarnm manente eadem , differentia ab- 
fciflarum pariter eadem maneat. Si vero pars axis inter duas ordinatas fit dupia. 
tripla» quadrupla, quintupla, - -.- n»«»'«j etiam ratio duarum ordinatarum cft 
duplicata, triplicata, quadruplicata, quintuplicata, nP««cM«. 

Quibus pofitis, fint duae ordinatae, quarum ratio datur; & per pun£hi ex- 
trema hartift XM-dinatarum ducatur reaa, qufc axi occuirat, feu linea fecans. 
Dico; fubfecantem efle ctiam dat» magmtudinis. 
fig.x6. Sint nimirum MP» iK'/»' du^e reaae axi ordinatim applicatae. Ducatur 

jm\ quae axi occurrat in S. Sit ratio ^P : U'P' aequalis alicui rationi datae; 
dico, lineam P^etiam efle magnitudlne datam. 

Ducatur M'm a*i parallela, quae ordinatae «P in m occurrat. 
' Quoniam ratio MP: M'p' datw'; nttio JlfP: MP-JltP' feu MP : Mm pa- 
ritcr datur. Scd MP.Mm^PS: Mfm; ergo & ratio PS : Mm datur. Sed 
propter rationem datam MP:M'P\ PP' feu M'm datur magnitudine; ergo 
etiam P^ datnr magnitndine. . • ' . 

- Atqul (§.40.) ftxbtangens.cujuavis curweft:Umfi$,,fiibfecaptis; ergo 
etiam, fi a quocunque punfto logarithmicae ducaturlangens, quae axi occur- 
rat, fubtangens eft datae magnitudinis.. Quae propofitio (A opus foret) imme- 
diate etiam poflet demonftrari, evincendo. (per «bfurdum> «npofiibmtat^; in- 
«quaUtatis fubtangentium diverfis ^pgarit;hmic3e punftis refpondentium. ^^ 
; Sit ideo MP^y. AP^x\ ,&/fit;« .f)Jbtangens conftans: erit t^yJ, 
& ~ « i. Unde fi y = 1 + », fit 



d* _ , _i_ « tU ^D + f;»r-»'+ «'* — *'' +*'* ' '^ 

^^ - /(y-it;» + it;3-^»4'+i»«-if* + *«''- > 



Pro- 



m 



Proinde in diverfis citfvis lc^iihmicis logarithmi ejusdem rationis funt 
in ratione flibtangentrum hariim curvanmi; & fobtangeiites inverfe fimt vk 
Inoduli fyftematum lo^arithmicorum hisde currls refpond6ntium. ■ ' -'» 
' §. 64. Ex aequatione diirerentiali ciirY» iogarithmicae t^y-^» '^^^ 



^^l fequitur 

. dF^-if "^ 
-;. d*4-g «4 



Fiat * = Jt + A* 
& proinde y = y + Ay. 



. I. 



:r, ■ » '.' '' '. 



. Ajf d« Ax* ddy , Ax» d»y Ax^ di^y i ^«; • ,. , 

Atqui quomam y=:*^ feV+A^-^-^^^^i^yS^^i^n- '' '* ^ 

erit '^''««+<7--^+;j:^'»lil+i^3-^H.^^'p+-^^^ ^ ' > ; ., 

,z«,+£..^+^.i-+-A.JL+-il.J'+-^4+.... '.' 

*^i «^i.a <» 1.3.3 «5 i.a...4 «* 1.3...5 *' 

' >^ + 1 1*X:% t* . 1A.3 75^i.a..4 «^ i.a...5 <* '^^' 

ii^'*'::^-^^'^ Na S.65. 
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§. 65. Quemadtnodtttn corva logarithmica apta {iiit ad theoriam logarith<« 
morum iUuibrandamj ita & ali» fi^gl poi&int curvae, quae eidem fcopo refpon- 
derent Celebris ob infignes fMas. proprietatea apud Geometras eft curva fpirom 
Us togarithmicM difta. In hac curva angulus inter duos radios veftores compre^ 
henfiis eft menfura rationls horum radiorum; unde fequitur, data duorum ra-< 
diorum ratione» fpecie etiam dari triangulum his radiis veftoribus 6c chorda 
ipforum extreiha jungente comprehenfum. Proinde data ratione duorum ra^* 
diorum; fecans fpiralis logarithmicae» per punfta extrema horum radioium dufta« 
inclinatur fub angulo dato alterutri horum radiorum; unde concluditur (pef 
§. 4O angulum, quem tangens fpiralis logarithmicae facit cum radio ad pun< 
ftum contaAus dufto, conftantem eife in eadem fpirali logaritlmiica. Et diver^ 
fitas hujus anguii determinat fyftema logarithmicum fpirali huic refpondens* 
In hyperbola conica ad afymptotos relata , fpatia hyperbolica inter duas ordi^ 
natas comprehenla crefcunt etiam ut logaritluni rationum abfcifiarum. (Vide 
Caput X) 

§. 66. Ex praeccdentibus determinantur rationes differentiales quarum- 
libet quantitatum exponentialium, quod nonnuUis exemplis oftendam. 

i^*. Sit -P« *•/«; erit 

1 Q.X • • ■ • ■ 

OX* ..]•.' •• 

^ s <x(iiMM-x.fM-ax»^+3«*^XJ^-^SM^i-l-^) 

~^ e«(»»..4»-3*»^+4«i..4ii-a««-3+6w.<i»-i;(^+4«»**^'+^) ' ' 

^^ = ««(«...»l-4JK»W+5l»lj.4».3,»f"^IOI»Mi»^ 

■> :•■"*'.■ * . ^ ■• 



ll 



J^ = «« («4«<«-i);in«H:^.f»Mi»<«)K«^.l+- . ^«MbK«^)*«N*^..^I 



' i * 

, I 



a^SitPasJpy. Log.P=ylog.x 

30. Sit Pcslog."»*; 
^ = «log.»-iJc.£ 

^= «.<«.ilog.»«x,-L^«log.-Hi;c.i 

_, s= «i.»f-i.»«-alog.«-3jf.'-^— 3«i.«-ilog.»-»jf.-L4-2«i.log."*-ix.-4- 
&c. &c. &c. 

5. 67. Suppofita fbnnula difFerentiali ^^^ * — : cx illa deduci pof- 
fent aliae fonnulae difTerelntiiales quantitatum &on exponentialium. 

Exempla, 
1*. Sit i> = xy 

log.P = log.jf + log.y 

. d*'/'. . X dx' y ., . 

a*. Sit P = j^a» .... 

log.i' = log.* + log.3f + log:* + log.ff 
dPi_i .dyi,d«i.,di/i 

di'p~' ir. "*■ ^y **" 33?? ;■*■ -^'i?- 
^ -= y«. +: |..«,+ g.^+ l^ 

3». St P « J^.V---- ■■••■■ 

log.P «li tegi*.,** .log,y , . , 



dPi 


X "" d»'y 


dP 

d* °° 


JL -,^.i.=^''fe. 

3f d* yy yy. 
N3 



4*. Sit 



Ul 

4". Sit P s (fl+jt)m 

idg.p « «»lpg.C'»+*) 
d/>i I 



dP . i» , 

§• 68. Ad formulas differentiales, capite hoc traditas, reducuntur plu- 
wn« alige fonnulaB diff«;rentiales ; quae proinde intepabUes cenfentur, tabulis 
logarithmicis in promtu habitis ; quod paucis exemplis oftendam. 

^' 3^=^C**-«»); fiat *jr-w-:(«-*)»; hinc*«H±??. ,.jr«»:f?. 

«nde y - |«,.|«,iog.,.i fL + c 

= |(x+r(xAr^))».|a«log.(i^rxx-a»)-| , /' . +C 

- i(jf+n*Jf^«»))'-|«log.(jf+rjf*-aa)-|(x.'r*x-aa)»'+ C 
« iJfr(*jr-«a) -iaolog. (x+r (**-«)) +C - 
Si «xponens integralis evanefcat fa£b x» a, erit Cs+j^log.a 

& y - |xr<(jM.*,))-l««iog.fj£(f?i::f2 



a 



• - 1*^ (*^-«.) - |«log._.^5^. ^ 

Sft ^ « r<jc*+«,>. .. : 

fit eodem modo; y = |jpr(xjp+a«) — faglog. ^^^^^ v . v^ , ; , . 

Ad has formulas reducuntur aliae plurimae» ^uaie^ ftirt . , ; 
^ ss x^^T^ixx^ad), quibus m eft numetus integer, ' 

Formulae autera ^ = xv^iy^xx^aa) integratio obtineri 4»f>f«^ imme'* 
diate; neque peadet a logarithmis, ' " i> 

§.69. 



§. 69. Formulae difierentiales logarithimcae poiTvuit etiam^quantitatum in 
feries converfionem reddere faciliorem. 

Exempta. Ponamus legem» quam cotffficientes poteftatum ))inomii fequun" 
tur, nobis effe adhuc.ignotam; & fit 

Sumendis iogarithmis erit 

• mlog.i+x « \og.U+yfx+Bx*+Cx^+Dx* + ExS+Fx6+Gx^+ . . . ; 
Sumendis exponentibus differentialibus erit ' 

•"iq:^ "" i+Aa+Bx» + Cx3 +Dx* +ExS +Fx^ +GxJ +. ,.. 
et m(j.+Ax + Bat»+ Cat3+ Dx*+ ExS+ Fx6 + Gx7 +,...) 
■s(i+») ( "4 +iBx+iCx<*+4Dx3+5£x^+6Fx5+7Gx6 +....) 
Unde aequando cotsfficientes' poteftatum flmilium juxtd ftethodum reverfionis 
ferierum fit . 

jf ss m unde 

iS+A ^ mA 
3C+»5 a= mB 
4D+3C « "»C 
5E+4O s= mZ? 

iG+6F « «mF 



uf 


- 


I 




J7 


= 


«fl 

1 




C 


= 


m 

^^ • 

I 


«if-a 

3 


zr 


«= 


«n 
1* 


«-3 

4 


£ 


- 


«n 

I 


•«w-4 

3 


F 





«n iw-5 
^••••, ^ 


G 




«f» 


•1^6 


ts 
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• • •- 



](conformiter $. g.htrod.) 



«•. Eodcm modo fit (i+-Af +5>f» +Cx3 +/?** +£x5 + >» 

B i+i**+5»»+CU3+i!?'jp*+£'x«+. ... 



Erit 
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Erit mhg.(i+jfx +Bx* +C*5 +Djc* +£»« +. ; 
s log.(i+-rf'*+i?Jf» + C*3 +Dx* +£*5 +. . 

^ +2Bx+3Cx*+^Dx* -^SEx^-i-' ' 
1 +Ax + Bx* + Cx* + Dx* +, . 

» -^ +2B'x+sC'x''+4D'xi+5E'x*+. . 
I + ^* + i?'*'+ CV + L>';f«+. . 



atque iwx 



Unde co^ffficientes -rf*, 5', C*, D', £'. . .-. faciUus quam aliis methodis deter- 
ininari poflimt 

3". Sit a» s i + jtx+ Bx*+ Cx*+ Dx*+ £««+. . . 
*log.a c=log.i+^^+ Bx»+ Cx*+ Dx*+ ExS + . . . 
•Iog.o=. wf +2Bx +^C x^+4Dxi+5Ex* + . . 



Unde 



^»» log.a 
5 = ^^ 



i+^x + Bx*+ Cx^+ Dx*+ £x5 + . . . 
log.« (x+-r«r + Bx*+ Cx^+ Dx*+ JEx«+. . . 
Ji +2Bx +3,Cx*+nDx^+sEx*+. . . 
feU jf es log.a 



) 



B s J-log.«a 



3 

Z> » cfe 

4 
5 



C> 
D 



-i-log.»a 
1.2.3 

x_ 
1.2...4 



E 



1.2...5 



log.*a 
log.5« 



•*= i+jflog.«+iLlog.*a+ 

1*2 



*» 



-^log. 'a+ -JL-log.*fl 4 
i.a..3 i.a..4 i-a^S 



log.'a + 



(ut prius §. 55) 

4®. Sit log.x+x » .^» + Bx* + Cx» + Dx* + Ex^ +.. . , 

' -rf +2Bx + zCx* + 40*9 + 5^* + . • • 



erit 



i+* 



Unde 
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•Unde ^*«+*t;. •■•••" •-• ••■ 

B « — f ' '' •'■ :■ . ■■ ; . 

C =: + i • 

Z « + |. 
Et log. 1+*-* -|*»+f*» — |x*+|jf»-. («t pfius §. di.) 

$. 70. Dixi (§. 78.), proMeflia inyeifiim tugeiitiisn ad formu^s diffi^ 
rentiales logarithmicas iaepe etiam in cafibua finpliciffimis redu<^' 

Exempta. i<*. Quaeratar omra, ciijns fulrtangetti Aalcm lud)et ad al^icir- 
fiun r^tionem. 
Erit ideo «^ <=> ^i»*» , . :.. 

hinc ^.L«JL-l.l. 

dx y fiMp «• * — 

feu $.£-1^.1 
dv jf wdv X 

hiae log.l^ - ilog.i +0 

mlog.y ■= log.x + C 

yni 89 Cx, quae eft aequado ad parabolam, fi <• fit qiumtitas 
pofitiva ab unitate diverfa; ad lineam redam, fi m= i; & ad hyperbolas, fi 
M fiierit negativa, feu fi fubtangens & abfcifla ad direrfius ordinatae partes 
fitae fint ... 

a*>. Quaeritur curra, cujus fubtai^ens eft conftans. 
Eritideo y^ = t\ ^.i • i; k)g;y = -, quae eft aequatio adlogarith- 

oucam. 

3". Quaeritur curva, cujus tangens datur magnitudine. 

dx^.n«-W),^, » _ y ; 

^ "^y yn«-yy) . n«-«y) 

X e C+ tlML, — t—^XlTCtl-wf). quaeeft aequatio*ad curvam trt^- 

) §. 7'-' 



io6 

§.71. Priusquam huic capiti coronidem imponam; piiuciflunk attingfm 
quaeftionem inter mathematicos nimium celebrem, de natura Ipgarithmorum 
quantitatuln negativarum: quae quaeftio nequidem mota fuiiTet» fl algebriftae 
a legitima quantitatum homogenearum definitione Euclidea non recelTiirent. 
Scilicet: rationem intir fe magnitudines habere' dicuntur , quce multipticata fe invicem 
fuperare poJJUnt. Jam rerdr-^uantitas (ita difta) negativa, quotiescunque multi- 
pitcelfur (hoc eft juxta gefimrfeuiii mukiplicationis notionem, quotiescunque fibi 
ipfi addatur, feu r^etatui^);*' minquam^fuperahttqu^n^tatem pofitivam. - Erga 
nuUa datur ratld inter quantitsites (fic diftas) pofitivas & negativas. 

Nodus autem folutionis hic eft. Aigebriftae ad quantitates ipfas transtu^ 
lerunt, quae ad figna tantum pertinebant : omnes quantitates in fe.fpeftat» 
funt pofitivae, fed tautum aliae aliis funt oppofitae: hanc oppofitionem per figna 
+, — , defignatam non licebat ad quantitates ipfas transferre, & quafiduos 
ordines quantitatum hoc refpeftu conftituere. Qua^ionem hanc lucide ijdmo- 
dum enodavit, & ad genuina principia revocavit illuftris Kjestnerus QLeipziger 
Magazin filr die reme und angewandte Mathematik^ 17S6. 4fei Stiiciy. qui .(cpntra 
opinionem tum Joh.Bernoulli, tum & D. B^A^EMBEix) Leibnitzii & Eu- 
XERi iententiai aflentitur; nempe, logarithmos quantitatum (ita diftarum) ne« 
gaUvaXum efle imaginarios; feu, nullam eife rationem inter negativas (quas 
vocant) quantitates & pofitivas. Quod attinet ad computum horum logarith* 
morum imaginariorum ^ vid. Euler Memoires de Berlin 1749. 

CAPUT SEFTiMUM» 

Df funSHonibus trigofumetrids arcuum circularium. 

A nalogia, quae inter qua^itates exponentiales 0'» & funftiones trigonome-' 
tricas arcuum circulariiim, quales funt finus, cofinus, tangentes &c. interce- 
dit, jam dudum fuit a mathematicis- obfervata. Fundamenta autem anaJogi» 
hujus methoido Iktis elementaii & lucida {c^oA, ibiam) expofita non fuerunt; 
qua id me praeftitiffe arbitror , finus & coiinus .cujusYis arcUs circularis ex- 

• ' . preflio-' 



pteBoaem per hunc arcmB iUdeoa otnoiaio veftigiiaiadtgwiao, quibos in prae- 
cedente capite infiftebM»; : i i = -- . . , „ 

Cum fin.« ejiwmodi fit ipfios a fuaaio, qn» «raneficit pofito t * o;. ^ 
fatio jeqnalitatis.ltaics fit lationis decfefeeatis, quae afcBminter & finum ejut 
intercedit; finus cujusvis arcus z eft funftio ipfius », talis - - - - 
fin.« » «— ^«+fi»3 +Ca!*+I>«5+£«*+ 

Et quoMam cof.« eft fimftio ipfius « talis, ut fiat r; quando « - o; mi- 
aor autem fit unitate, quando « crefcitfab «ro iadlB usque ad quadrantem; 
erk coC z fon£tio ipfius z talis - - « « 

. cof.« = I— ^«+jV+C'*3 + DV+£V+ .... 

§. 73. Sit itaque 
•fiD. X — z— . Jz» + Sz9 + , Ot* +1.^ D*5'+ jBt* + . . . . 

erit fiii.» = ax— aMx» + a3Bx3. + a*CS&'» + 25D»5 4. a6£».6 + 

fituaZ «s 3i— 3»^» + 33Bx3 +,3*»Cit4 + 35l3iS + ^(>Ei6 4. . . . , 
fii).4X s 4X— 4«w4x« + 4^3Bx3 + 4*Cir4 + a^^^ + 4*^»* + • - . . 



' 4 



Sumtis difFerentiis primis erit <j§. t.Jnfrod.') _ ^ ..;-.. 
afin.^x cof.|x=x - (a» - i).4x»+(23 - i)Bx3+(i4 .' j)Cx4+(a5'- i)rx5+(a« - i)f:x6+... 
ifin.ixeof.|x=x-(3»-a»)^»+(33-a3)Bx3+(34-i4)Ot4+(35-a5)X)i5+(36.a6)£j6+„. 

afin.ixcof.|x=x-(4»-3»)^x«+(43.33)B*3+(44-34)Oi4+(45-35)2Jx54<46_36)jg:i6^.., 

*. • ■.......;.. 



, Jam vero in his aequationibus primus terminus omnium membrorum prio» 
rum, ft juxta fuppofitioncm §.72. in feries explicentur, eft i»; pariter atque 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum, qui igitur per fe congniunt. 

Sumtis differentiis fecundis erit (§. t.Mtrod.) 
-r3'fin.*i2fm.aa = — A"(3»...i»)A'»'+A'(39...i')i?a»+A'(3*...i'^)<^«*+ • • • 
^2«fin.«|afin.3a ^ — .A'(4'."»*)^*+^"<4^-2')^«'+^'(4*-2'*)C8'»+ . . . 
.^a«fm.»|«fin.4« « - A'(5»...3»)ife»:+A''(S'...3')^aH^''(5^..3*)C«* + . . . 



. ' " « Atqui 
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Atqui primds tenniinM onwiiini membrorum ptkrum, fi juxta §. 72. in 
feries explicentur, continet tertiam poteftatem z^ accus mutabilis z; ita at 
membra haec evoluta fecudam arcua httjns poteftatem «* non contineant: 
projnde pafteriora etiMD aeqoationnm harum membra poteftatem «* non conti- 
nebunt. Sed in pofterioribus mcmbris coefficiens poteftatis fecunda «» eft 
A'n»jf=> i.iit: proinde i.a^=o, ic A^o. 

Eodem modo demonftratur in ferie fin.«««— ^a«+^«3+c«««|.0»54.j... 
omnes deefle arcus mutkbilis poteftates exponentis paris. Scilket: fumtia 
differentiis ordinis 3«», quae funt ± a3«fin.»"J.J«fin.f« ($.t.bUred.), primus ter- 
minus omnium membrorum priorum continet poteftatem ;^i; ita utin his 
membris' defit poteftas par «m. 

At vero primi termini omainm membrorum poft«yiorum continent hanc 
poteftatem parem, aflTeaam coCfRciente, cujus unus faftor eft conftans 
A»M»*" - 1. 3. 3. . . *• (§. q.Introi.). Quare cum potentia hac exponentis paris 
ex fecundis etiam membris debeat exulare, alter co«fficientis iilius faftor eva- 
nefcat oportet; & proinde feries, qua finus per arcum exprimitur, hujus eft 
foirn» fm.« = a — ^3 + 5;g5+c!«' + /?»»+ .... 

Sumtis differentiis tertiis erit ($. ) 
3»fin.H«cof.|« « A"(43...i»)^'-A-(45...i5)5,5_aV".i')C«' - . . . , 

3'fin.4«cof.|» s a"(5»...3')-«&»— A-(5*...2')5«5— A"(5^..3')C»' — 

s'fm.H«cof.|« = A-(63...33>f»3_A"(65...35)ir»5-.A"(67...3')C»'— 

Qttoniam pcimus terminus omnium membroram {uiorum juxta §. 73. in 
feries evolutorum eft i«3, erit etiam primus terminus omnium membrorum 
pofteriorum 1«». Sed (5.j./«<roA) ^'a^ ^ 1.3.3,- «go i « 1.0.3^, & 

;/ = --£-. 

1.3. 3 

Sumtis differentiis quartis & deinc^ quntis erit 
a«fui.«|»cof.i« « A''(65...i5)5a5+A'(6r..,ir)Cs?+A*(6»...i9)D«» + . . . . 

3«fin.5|»C0f.^« »A'(75...25)^»5+A''(77...30C»'+A''(5»...3»)D»» + 

a'fin.«|»co£5» = £^\t^...i^)Bz»-¥li\zi...^^)Czi+£k^(fi9,„^9^Dg9 + .... 

' Primus 
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Primus termmus omnium membrorum priorum efl: iz^ (§. 72.); ergo & 
primus termiuus omnium membrorum pofteriorum eft 1«^. Sed A* «' » i. ji . . . 5 
(§. j./«<r«A); «rgo i.a ... 5^=*! , & 5 = —i--. / 

Sumtis difierentiis fextis 6c deinceps feptimis erit 
^ft?nn.'i«cof.|2=A'"(8'...i')C«^+A'"(8'...i«)D«» +A'"(8"...i« 0^«* '+... 
—a7fm.4acof.V»=A'"(9^..a0^«'+A'"(95...25)D»»+A''»(9"...2' »)£»"+,.. 
— ft'fm.'iacof.^a! -= A^"(io^.3')C«' + A»"(io»..3»)£>«'+A"'(io» '..3")£»' »+. . . 

Prinms tenniniis omnium priorum membronim evolutormn eft «- 12'; 
ergo &|primus terminus omnlum membrorum pofteriorum eft — iz^. Sed hic 
primus terminus eft A^^n^^Cz^ = i. 2..*7Cs'; proinde — i ♦ i. »...70, 

&C« ' — 

1.2...7 

Eodem modo fumtis dififerentiis oftjivis, & deinceps nonis, erit 

iz^xz^i^^Dz^ 5s i.z...9Dz^; unde D =5 — ^; 

I*2...9 

' I 

pariter £ «— — = — 

F as — = — ; & reneratim 

I.2...I3 

fUL«««« ]La5 + _L.a5-_i_a7+_2— «9 L_:5^«+ 

1.2.3 I.2...5 I.2...7 I.2.«.9 I.2...II 

§. 74. Inveftigatio cofinus eodem modo peragitur. 

Sit nempe col.* » i — ^x + Bz^ + Ct3 + JH4 + EzS + . . . . 

lunc coCax n I — Oi^i + a^Bx^ + a^CxS ^. a^JDx^ + a^Ezs + . . , , 

cof..3x ■■ 1 — 3^x + 3»Bx» + 33Clt3 + ^4Dz^ + ^sjStS + . . . , 

cor.4X e» I — 4A + ^aJBx» + 4^Ci3 + 44JOX4 + ^SjExS + . . . . 



Hinc fumtis differentiis primis erit 
tfiiu|xfiii.|x = j&— (aa.i)Bx»— (a3.i)Cx3 — (a4.i)i>a4_(a5-i)JE:x5— .... 
afin.|xfin.|x «» u4x— (3ft-aa)Bt»— (33-a3)Ci3_(34.a4)Dx4_(35.a5)£i5— .... 
afin.^xfin.|x « -4x — (4^.3a)J3xa— (43.33)(?x3 — (44.34)l>i4_(45.35)ii5-^ .... 

" m m • » . Hi m 

3 Quo- 



IIO 



Quoniam autcm (§. 72.) primus terminus omnium prioram membrorum 
aon continet primam poteftatem z arcus mutabiiis z, prima hac poteOas deerit 
etiam in pofterioribus membris; unde erit ^ = 0. 

Eodem autem modo, quo prius pro fmu faftum fiiit, demonftratur omnes 
poteftates impares quantitatis mutabilis « evanefcere. SciUcet difTerentisB or- 
dinis imparis aw+i membrorum priorum funt aJ-^+i fm.am+i|«fin.jf«; & pro- 
inde primi termini liorum membrorum evolutorum continent poteftatem parem 
«wi-H arcus mutabilis «: membra ergo priora harum aequationum non conti- 
nent poteftatem imparem »»"»+1 arcus «; unde & membris pofterioribus pote- 
ftates hae unpares debent exulare. Sed primi termini horum membrorum funt 
A»M+i„*«+,j^,,m+i, feui.3...2« + iJlf*a«+i; proinde 0= i.2...a«+i jT. 
& Af = o. Cofmus itaque per arcum exprimitur ferie hujus formae, quae pares 
tantum poteftates ipfius « continet. 

cof.ar =. I _ ^4» + Bi^ + C«« + Dx* + £*«o + 

Sumtis differentiis fecundis erit 

a«fm.«|acon2a = A'(3»...i»)^«» — /iXz\..x^)Bz* — A'(3<»...i*)a« 

3»fin.«|«cof.3« = a'(4»...2«)^» — AV-a*)5«* — a''(4«...2'»)C5« - . . . 
a«fm.«i«cof.4« = a"(s»...3«)^«» - L'(js\..^^)B3i^ - ^'(s^..^*)^*'- . . . 

■ "• - ■ • " m M 

Et quoniam primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum 

eft 1«', erlt etiam primus terminus onmium pofteriorum membronun 1«^. 

SedA»»aii.a (§.j.A/rorf.); ergo i.zA^i, 6cu1 = -L:, 

X. 2 

Tum fumtis difterentiis tertiis & deinceps quartis, erit 

a*fm.H«cof.3« = A"(54...i<)5«* + ii"'(5«...i«)C«« + A\s^...i')Dz* +. . . 
a^fm.'»|,cof.4« = A»'(6<...a*)ff«* + A'^(6«...a«)C«« + a"(6»...2^)Z7,« + . . . • 
a<fm.4|«cof.s» « A"(7*...3^)5»* + A'''(7^..3*)C«« + L''C7*...s')Dz' + . . . 



Unde erit ii* = tyfn^^Bz^ = i . 3 . . . 4?«« ; & ^ = ' . 

I.2f.«4 

Tum 



• 






ttt 

t 

Tum fUmtis difTerentiis guiiitis & deinceps fextis, erit 

^a6fm.6|«cof.5« = A''(8^..2<»)C86 + a''(8«...28)Z?«8 + A"(8"...a* «)£«»«+... 
— a<^fm.H«cof.6« = A"'(96...3')C4»+A^'(98...38)Da8 + A'"(9io..,3io)£-^io+,,, 



Unde erit r- i»"* « Av««6Ca!* =s i. 2 . . . 6C*<* : C « — — ^. 

1.2... 6 

Sutotis differentiis feptimis & deinceps oftavis, fritpajiter i«8asAw>»8Z?««, 

& D = --^. . . 

i.a...8 

Sumtis differentiis nonis & deinceps decimis, erit — . lai*» ^ A«B"«ojs:«i«; 
6c E = -, — . ,Unde tand^ 

C0f.»« l^-l-«»+-i-_«4 L_;56+_i_^,8«__i_alO+,.,, 

.1.2 1.2... 4 I.2...6 I.2...8 I.2...IO 

«-JL.»3+_i_^5 !_;5'+.-l-«'+.... 

§. 75. r/ir/»aH-.-iMi«. Tflng g= 1.2.3 ''^"5 '•&"7 ^i.a..9 

. , I- J-«»+^»^»4 L^6+ I ,8_.... 

1.2 I.2..4 I.2..6 I.2..8 

Ad fcopum praefentem non pertinet expreflionem hanc firaftam in feriem con- 
tertere. 

Obfervare fufficiat, tang,« exprimi etiam per arcum z ferie hujus formae 
tang.»=a+^«'+-5«5 + Ca'+Z?*' + . . ; ., in qua-^«=J; S=^ . . . . ^ 

§. 76. Quoniam fm.«=« L-«3+_J_^a,5 i^a7+.^^9_ . . . ^ 

* * 1.2.3 1.2..5 1.2..7 1.2..9 

eft lillLf=i-JL_a3+-^»* 1 a6+_JL.ai— ...« 

da 1.2 • 1.2..4 1.2..6 1.2..8 

=3 cof.» (conformiter §. 49.) 

ct quoniam cof. « « 1 l-z»+^J^z* ^^^+ rr-S*' — • • • • 

^ 1.2 1.2..4 1.2..6 1.2..8 

eft Slf?!^».- « +-L-»3 L_;55+v-L-^r_...« 

d2 1.2.3 1.2..5 i.»"7 

« — fm.» (conformiter §. 49.) 



Ilt 

^^.n. (j^* . ^.y .; cof.<-g--fia.»^ dtang.. 
cmS • cof.»* di * 

r.n coC»« + fin.*« dtang.». 

*"* coc>« — - •-<ir"* 

nnde ^i^ - -^ - fec.»*. 
d» coL*» 

fea -j- ^isc**; et t--» -4-=* ^S«<»«trice«dMBfiedeaoaftntv.- 

Sit C oentmm 4c Cf nidius circuli, cujus arcus mutabilis fit AXX\ Sit 
ab A du£U taogeos hnjus arcus; &ducantur CX^ CX\ quae tangenti occur- 
cant in r & r'; tum centro C & radio CT defctibatttr arcus iy, occunrent 
ipfiCjr'iny. 
Erit lim.rr' : Ty « i : fin.r' « i :fm.Cr^ » CT , CA 
Tg : JOt m^Cr :CA 

ergo lim.2T' : JOt « CT*: CA* (J. 14.) 

•Sedeft limJ-r* : ZX'- I?; efgo||f « ^:;:*^; et i-' - -^. 

d/ d/ rrj d/ rr^r^ 

$. 77. Quoniam finus & oormus funftiones funt arcus, expreffione» eo* 
rom potttiifent per tlieorema Taylorianum obtineri modo fequenti: 



±...- 



r . * i. .A*dfm.» Aa»d*fm.a! . A«9 d»fin^. A** d^fm 
fin.«±A«»fin.«±---g. +^ -^± — -3^ +— -^ 

Atquieft (§76.) l^ - + coC», et ^ - - fin.» . 

nndeeft ll!i5£ . - iin.» 
da* j 

i^««-coC, 

^^ - + fm.* 

l!ilH« + coU 
d,' **^ 

-l^fi?:? - - fin.« 

d«* ,. 

* • lUttf 



V ■ 



llS 

Hinc 

I 1.2- 1.3.3 I-.4 "~i..S 1..6 

Unde cft fi°(^^)+fi°>C^-A» ^ fin.;,-^fin.«+ £l5lfin.«-:^fin.«+.,. 

a I 1..3 1..5 1..7 

feu fm.«cof.A« « fm.a— ^fm.»+^fm.»— ^fin.«+..'. 

1.2 1..4 X..0 

cof.afm.A« «r ^cof.«-^of.»+^cof.a-^co(;«+... 
* I 1..3 1..5 1..7 

unde cof.A» «1-^ + ^-^+.... 

1.2 1...4 1...6 

fin.A» «^_-^+^«^+ 

X i.a.3 I...S 1...7 

Proinde generatim coC» = 1— .?!_+_-*^! ^ + . . . . 

1.3 1.3...4 1.2...6 

fia.» =» «— _i— + -5: — + . . 1 . 

1.2.3 i.d...S 1.2...7 

§. 78. Vidimus (§. 59.), quod 
— 1 + 



2 1.2 1.2...4 1.2...6— 1.2...8 

^ = ,+J!L+_5L + ^+^ + . . . . 

2 i.a.3 i.a...s 1.2...7 1.2...9 

Series hae magnam refpe£Hve habent aflinitatem cum expreflionibus cof.2; &rm.i. 
Eteoim fi in priori ferie pro + z^ fubftituatnr — z^ , feu fi loco z fubftituatur 

«r-i; prodit i-ll+-^ 5!-.+ -5f . . . . feu coC;»: unde 

1.2 I.2...4 I.2...6 I.2...8 

eadem fubftitutione fpriori ftquationis membro applicata, infertur 

p Pariter 



"4 

Pariter in ferie pofteriori, loco z fubftituto figno »>^— i , prodit 

ir^r(z^ *' . ^'^ «l_+_^! ), feur-ifin.«; und« 

fimiUter infertur r — i fm. z » ^ , fea fm. z = ^irl-i 

I +tang.»r-i : i-tang.»r-i * e^v-^ : r*v-i «= e»v-i : i; 

I inir ' + ^°^'*^"' , aua formula contihetur fundamentum calculi 
*'=^i°^-i-tang.2r.r ^ 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam imaginaria- 
rum Cvid. §• 7'0- 

Obfervatio. Foimute exponentiales imaginariae cof.« = , 

fm.g= — ^^.^ - ' *^°^-**37\ri,-i^+7^' ^i>^ ^•i-tang.^r-i ' 
frequentilTmie in calculo inte^aU ufurpantur, & plurimas inveftigationes mi- 
rifice juvant. Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caufa a matliematicis introdufta; atque irrita foret invemgatio fignificationis 
fymbolorum «»v-i, e^i, quibus feorfim fumtis nulla idea refpondet; necope- 
rationes in ipfis inftitutae ad reale quid conducere poffimt, nifi quatenus im- 
poffibilitatis figna, quae involvunt, fefe mutuo deftruunt. 

§. 79. Sumto zr-i = ilog-j^^i = ^^«•'^'i-fr-i ' 
■^oniam eft log.rl^ = v+lv^+iv^+\v^+^v^+' •.•(§• 61.) 

erit zV-i = «r-i(i-i«+it*-f«<*+i«»- ) 

et » = «^1/34.^5 _ T<7 +^t» -... . 

quK deduftio exempU loco fit utUitatis harum expreffionum imaginariarum. 

Ad 



"5 

Ad hanc expreflionem etiam conducit exponens difTerentialis ^ s '■—^ 

(§. i6.) 

Inde enimeft ^ = I -«+> — <' + *»- «" + 

cii 

unde « = i -i<^+i<^— |<^ + i^^-:Ar«"+ .... 
Porro haec expreffio immediate etiam ex primis limitum principiis dedn^ 
citur modo fequenti: 

f^ • /^ Ts^ j\n^^ (coCiKP+fin^iKp?^ - t) n ^CcoHi^p - rm.n(py*' i)^ >. 
Quoniam(§.a^/«^o(/.)"n.(p = i -^ ^ ^V^ — 

" i i 

nfi (D ^n (coW+fiP-*^^* i)^— (cof.fKp-fin.ii<p?^* i)'^ 

ss »(^1 cof, iKp'^"^ fin. n^J 



1.3.3 

cof.n^** fin.5|i^ 



KrO- ••(-:-4) . -5 



1.2. ..4 

cof.»(p° fin.'ii^ 



i(I.i)...(i.6) -._ 

«N» y v» y ^ „7 



I. ri...6 

.cof.ii^"* fin.^11^ 



KrO-a-O .4. 



1.2. ».8 



-l(rO-(-.-) 



T 



_ !Ll!? ]!JI lcof.«(p*""fin."«f 

1.2... 10 

J^ m - * m ^ 



P I& =5f co£ 



1X6 



j— tang.»«<p 



.(-£)0-;) -(>-K) 



I.2...7 

0-DO-i)-(«-i) 



tang.'«(p 



I. 2. • «9 

0-DO-;)-0-D 



tang.^ftf 



+ - 



i.a...ii 



tang."«(p 



unde fafto «^ = js, feu ^ » J-s eft 



»lin — ? = cof.»"(tang,« 



c 



c 



c 



c 



c 



-DC-D 



1.3.3 



.tang.'« 



■;)C-i-)--C4-:). 



1.2... 5 

i)C-J)-C*-;) 



tang.^« 



1.2. ..7 

i)(-^)'-C«-i) 



tang7« 



I.2«..9 

-^)C-;)-(«-i) 



X.3...XX 



tang.'« 
tang.^'« 



QlKV 



«7 

^ Quoniam sequatio haec femper locufti habet, etiam Umites membrorum 
ejus funt inter fe aequales; fed crefcente u hi limites funt refpe£tive 

z &Tang.«— |tang.3a4-itang.5«--4tang.7a+|tang.'« — . ... 
^go « =tang.»— |tang.'«+|tang.*«— 4tang.^»H-|tang.9«— 

Exempla. Sit p quadrans circumferentiae, & «= |/>=«4so : erit tang.«= i ; 
unde |p=i— 1+1-.^+ I — y'y + .... 

Sit 2 = |p = 30,0: t = Jj; 

Obfervatio. Pofterior feries, quae priore longc promtius convergit, inpri- 
mis fuit computationi circumferentiae circuli applicata. Ea ufus Cl. Machinus 
peripjieriam circuli diametri = i jid centum usque figuras decimales compu- 
tavit; & poft illum celeb. Lagny ad ra? figuras usque eundem calculum pro- 
duxit (adjutus tamen aliis etiam compendiis, quse non fatis explicuit. . Vid, 
Mmoires de Vjfcademie des Seienees de Ihris, i^lQ.)* Bibliothecam Oxonienfem 
Bodleianam manufcriptum poflidere ex. epiftola D. Hornsby refert ill. Ktest- 
NER {AnfangsgrHnde der Aritfm.und Geometrie^ steAufl. 1792.); quod ad 156 us- 
que figuras decimales continuatum rationis peripheriae ad diametrum exponen- 
tem exhibeat; & in 113^* cyphra D. Lagny 8 loco 7 fubftitui debere mo- 
neat 

§, 80. Series a « / — \t^+\t^ — f t^ +|<^ — . . . . eo citius amvergit, 
ideoque ufui eo magis fit accommodata, quo minor eft /. Cum autem diver- 
gat» quando t eft unitate major: prima fpecie non videtur omnibus arcubus 
pofle applicari; quod tamen locum habet, uti ratiocinio fequenti patebit. 

Et primum quidem feries ifta^pplicsitur dimidio circumferentiae quadranti, 
ftu arcui 45^; ubi /=» i (quamvis fatendum fit, eam tunc lente admodum 
convergere.) 

Quando autem arcus major eft dimidio quadrante feu 45^ : tangens ejus 
major eft unitate; fed tangens complementi ipfius eft unitate minor, ac pro- 
inde tomplementum prioris arcus computari poteft per feriem convergentem. 

P 3 Cla- 
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Garifs. Eulertts aitificium tradit, <iao pmdi^la feries fit ufui quam ma^ 
xime accommodata ; & quod e re efle cenfeo hic breviter exponere. 

Lemma. Efto arcus, cujus tangens fit pars quaepiam aliquota radii. Ar^ 
cus hic dividi potefl: in duos alios arcus, quorum tangentes pariter erunt radii 
partes aliquotae, easque minores. 

Sit ^ tangens alicujus areus, exiftente Tnumero integro pofitivo. Ar- 

cus hic dividi poteft in duos alios, quorum tangentes ^, A- etiam erunt par^ 
tes aliquotae radii, eaeque minores. 

Etenim quoniam ^ eft tangens arcus, qui eft fumma arcuum, quorum 

tangentes funt i & -^; erit 4."= r- ^^^ (facili calculo) deducitur 

i t T i-^ 

(/— r)(/ — r) = TT+i; hinc t—T^ \^t * ^^ ^ ^^ numerus integer, 
fiat denominator /' — ra^ualis diviforibus numeratoris TT+i; erit faftum. 
1 Exempta. Sit 7= i» feu arcus propofitus fitdimidius quadrans. rr+isa; 

^'^*^^*^: < = ^>3^ Dimidius igitur quadrans dividitur in duos arcus, quo* 
I < — jTssa, i' ^=2,a 

' rum tangentes funt | & | radii. Summa horum arcuum, ferie praecedenti 

* promtius convergente computatorum, erit dimidius quadrans< 

\ Sit nunc r«a; 7T+i=5; \Zt1\,\'' ^^7.1 

i diae circumferentiae dividitur in tres arcus, quorum duonun mutuo aequallun 

tangeos eft | , & tertii tangens eft f . 

; Sittandem r=3; 7-7-+ i = lo, t^T=io,s,2, i' <=i3,8,5. 4* 

\ Proinde quadrans dimidiae circumferentiae dividitur v. gr. in quinque arcus, ut 

fequitur: \p = aarc.tang.l+iarc.tang.f+aafc-tattg-i- 
\ Sufficiat, hujus methodi principium breviter expofuiffe. Qui plura volue- 

rit, adeat Commentariof jicad. imp. Pttrop. ad tmn. 1737. & Bertranp Dtvelopment 

de la partie elementaire des Mohematiques, 

5. 81. 



' ■'*''» 5. ' 3.7 Quadrans ideo dimi- 
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§• 81. Formulae difFerentiales capite hoc traditae (§. 76.) felici fucceffu 
ad inveftigandas proprietates linearum transcendentium, funftiones circulares 
inyolventium, adhibentur. Sufficiat^ exempli loco de cyclcHde dicere, cujus 
tam frequentes & eximise in mathefi mixta applicationes occurrunt 

Sit AB axis, & BD bafis cycloidis AMD. Sit ANB femi-circulas fuper ng.i8ji 
axe AB tanquam diametro dercriiNiis;.'& refta JlfPaxi ordinatim applicata cir- 
cumferenti» hujus in iSToccurrat. Eft MN=^ ztc.AN^ Sit AB = ar, AP^x^ 

MP == y; erit itaque y= TT^arx^xx^ 4. rarc.fm.v.i.: unde 

r 

4y _ r^x ' r _ 2r^x ^ y.ar-jg _ >^(yyyjg) 

di ir{%fx'xx) ^ ir(^2rx^xx) rXarx-xx) ^ x '^ x ^ 

J^ = cot ANP. Sit MT tangens cydoidis in U} e& ^ == cot TTIfP (§. 41) : 

jJr' ax ^ r ^ 

quare cot. TMP == cotyfiW';. TUP^ANP; & proinde -Mr eft ipfi NA- pa- 
rallela. - 

Si effet y = »^(arjf*^x) + ^arcfm.v.iL; effet 

j^ = oTTF-— — x+:57v:r •% ^ d7v:r— ^- ^de cycloidum contrafta- 

dJ^ 7^(^2rX'Xx) y(2rx^xx) V^^rx^xx) ^ 

rum & protra6bu:um tangentes determinantur. 

Caput Octa vitm. 

De fumma et differentia duarum quantitatum expotientialium 

in faStores refolvenda. 

§. 82. 
Vununa & differentiae t^ + ty duarum quantitatum exponentialium ^», a^ 
in faftores refolutio tanti eft in calculis fuperioribus momenti, & adeo foecun- 
das fuppeditat applicationes, ut ei evolvendae merito mathematici ftudiierint; 
quos inter eminet celeb. Eulerus in IniroduSHone ad Analyjm infinitorum aliasque. 
Cum autem Euleriana methodus notione infiniti innixa minus mihi arrideret; 
optabam, ut refolutio haec ad genuina & elementaria limitum principia poffet 
reduci. Quod me praeftitiffc opinor in differtatione infcripta: Sur la Decompoji' 

iion 



Hon de k Jomm & di ta diffenme de deux puijpmeet i expoJBms queteonquef dela bafe 
iis logarHhmes hyperboBques , dans te but de. degager eette deeompofiiiou de toute idie de 
tmfinU (Memoires de PJcad. de Berfm^ 178?— 1788-) Et cum diflertationis hujus 
objeftum cum calculorum fuperiorum principiis ita arfte cohaereat, ftriftim illud * 
hic exponere e re efle cenfui. 

$. 83* Per tiieorema Cotefianum (§• ud Introi.^ eft 



'<(«+s)'-^'^i)('-s)"^^''+('-s)' 

s aC(i-coi:i9r)+— (i+cof.i-^)) 
>^ a» 41M1 a» ^ 

X *((i-cor.i^)+~(i+cof,^»)) 

X a((i-cof.i^)+^(i+coa»)) 

X ((,.cor.?!!:£^)+i^(«+cof.^V)) 

%n » a» zn ^ 41111 a» 

X (.+;2cot'|^) 



X (.+^-^'f)) 



Hinc 



rsi 






X (I+— cot»i^rt 

4iMI a« 






Quoniam autem haec »quatio femper obtinet, limites etiam membroram 
ejus funt inter fe aequales. Atqui aufto n (§• 57.) iimes prioris membri eflr ' 

fl±il!!; &(§.7501imitesfaftorami + i^cot»JLp funt refpeffive i + ^ 

1 4. i?!!Lcot. ^i-p I + — 

4*1» 2» 9FF 

I + — ^ot.*.2.ji 1 + > 

4»» 2« 25 fP 

I + -^cot.*^» I + -^^ 

4»« 2« 49/)p 

• • • • . 

• • • • 

• • • • 

• • • ♦ 

Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri eft 

V ^ fpJ^ qpp^"^ 25PP^^ 49Pr 
Proinde ±tll « (, + i^(i +^)Ci + ^)(i + J^) , . . . 

§. 8+ Per theorema Cotefianum (§. ad. Introd.') eft 

(.■^i)"-(.-i)"Ko+f.)'-(.-^%.*^'-^.-H^(.-iX-4<.-i)-) 

X (.+£p'-^..5)(.-^;cof.i,^..^- 

Q X (1+ 



l%% 



X (i+£)'-a(i+iXi-^)cof.-L^+(i-l)' 

anr ^n''^ anr an ^ ^«r 



X a(i-cof.A7r+il(i+cof.-l^)) 
3« 4MI M ^y 

X a(i-cof.A»+i^(i+cof.^^)) 



X a(i.coi:^V+i^(i+cof.?!!2^)') 
»• 41W1 2» '^-' 



2f4-ifiii.«ii»fia« ipfiii.» 2|,...fin.« !2/(i +if cot^lf) 

■ ■ • » » ^ 411» « ^ 



X (i+-f^cot.*if) 

• •• 

• • 

• • 

X (i + ±!Lcot.»!!:ip)) 

s (§.ae.fyirod,y ajf((i + — cot.»i/») 

(I + ^cot«*p) 
4»« n 

(I + :^cot»irt 
4«» 11'^' 

• • 

(1*+ ficot»5^p)). 
4»» m ^ 

Cum haec aequatio femper obtmeat, limites etiam membronim ejus funt 

inter fe aequales (§. +). Atgui crefcente • limes difierentiae 

(I + 



m 



^^'^^) "" ^^^ag^ eft ^lr^ (§♦ 570 Et limites f«ftoru» 

(,+if-cot.«if) funt refpeftive (§. 75.) i + H 

,+ffcot.»ij» l+^ 

ifln ff 4f|9 

1+ cot.*^/ X + 

4nn n Qpjr 

l + i^cot^liT 1 + 4^. 

4»» » lOfjr 

Ergo (§. ai.) limes pofterioris membri eft 

ffj\ 4/7»^^ m''^ itppJ 

ergo '^^'=x(.+ ^)(i+i^)(, + ^)(i+ -)..-.. 
° a ^ PP-^^ 4pp^^ gpp''^ itpp^ 

§. 85« Duarum formulanun ^*— ^ in faftores refolutarum ope ali» 
- a 

etiam formulae in faftorcs refolvuntur, quales funt ^ — —^« . 

... m. -±^ = .«,((.+(^')(.+(£M!x.+C^). ..- 

•• !!^[= .'^x-^f^] _ 

= ?f..'4^((.%')(.*g^')(..|^). . . (S.S4.) 
•4». Hi» -z--^.7((,+fc^')(.+(^)(.+^-).., 
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Hmcctiun 'J±i - ,l«C(, + i'-)0 +— )0 + — ) • • • • 

2 * ' \ ^-Trrr^ ibTryr^^ JbTr^^ 



§. 86. Formulae f« + r-« & ^y+ry multipUcentur in fe invicem refpe- 
ftive. 

i^ (e«+r«)(fy+#-y) :=^i+y + f«-y+r<«-y)+ r<«+y)j unde faao J^+^^^ 
formula f^+rv+^x+r-» in feftores refolvitur. 

2^. (#« + r-«)(fy — ry) s #H-y — r<«+y)— f«-y + H«-y)j unde formula 
^— r^— ^+ r» etiam in faftores refolvitur. 

3*"- (^* ~ r«)(fy — ry) = ^i+y + ri^+y) — ^«-y — r (»+y); unde formula 
^T+r-T— f« — r* etiam in faftores refolvitur. 

Aufto &ftorum numero; hxc refolutio ad longe plures alias focmulas ex- 
tendi poteft. 

§. 87. Sit etiam formula f» — acof.2^ + r« in feftores refolvenda. 
Juxta ^.af.Mrod. eft 



4«+«'' 4»+»'^ ^v 4»+a^ 

X f(x + _^)*-.2(i+-i5-)ri ^)cof.a^:^^ + (I ^)'^ 

•^ V 4»+*' ^ ^n+a-^^ 4»+a' 3«+i 4«+^ ) 

xr(,+-^)'-.;(.+-^)(i-._4-)cof.2^ +(i — i-n 

• • 

X f(*,+-JL.)*-.a(i+-JL_)(i f_)cof.^J!^ + (, fl)'N 

X Ai+-iL.)*-.(,+-iL.)(,.^^)cof.2^* + (I fL,)*; 

« a(, 



1^5 



,,(._-eor.^+^:^^(.+cr.^f) 
.<.-cor.^+^(.+cor.?^)). 

^ a»+i a«+i 30+1 ,a«+i ?«+« ^ (4«^»>? i aa+i'' 

x<i+L^cot«^) 
^ (4ii+a)« 2B+r 

x(i+--^cot.»^Y 

^ (4"+«)' 2B+I'' 

* 

• 

(411+3)» nn+iy 

x(l+_^,COt»^) 

^ (41H-2)», in+T^ 
x(, + -^ot»^+^) . . 

;<'(,+^^,c6t:»"^0 

^ . Q4JI+2)* 2n+i^ 



•(r+,ii^,cot.«^). • ■ - 

^ ^(4ii+a)» 3«+!^ 

Q 3 Cum 
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Cuffl haec aeqnatio femper obtiiieat, etiam limites membronum <iiis fuat 
inter fe aequales (§.4.). Unde (§§. 57. 75. ai.) 

»«— acof.3^+r« = 4fm.^x((i+~) 

X - - - 

. . X . - - 

Eadem expreffio eodem modo deducitur cx refolutioae in hRotes formul» 

Sfhotimm. Quoniam applicationes formularum hoc capite demonftratarum 
(tim ad fummationes plurimarum ferierum, quam ad varias exprefliones fun« 
£tionum circularium Sc logarithmicarum) ab Eulero aliisque mathematicis 
ita traditae fu|it, ut nihil, quod defiderari poffit, relinquant: mihi fufficiat, 
eas ad vera fua principia revocafle, & deduftionem ipfarum ab indeterminata 
& obfcura iofiniti notioDe liberafle. Vid. inter alios Euleri Itttroduffio. Cap. 
IX. X. XI. 

c 
\ 

Capvt Nonum. 
De ir^nito, quod voctmtf mathentitico, 
§. 88. 
y^jx. S^t elipfis conica, cujus aequatio eft yy « —(oa— *x), abfciffis a»s ex cen- 

tro fumtis. Dufta tangente JHT, quae axi in T occurrat, fit iTa=— (— — jt) 

(§.4«.). Fiat* = o«ox«,- critiT«-.(~--o)«=-^«-5x«. 



Gemratim. Sit ellipfis cujusvis ordinis, cujus aequatio ^s — (a»— 'jv*"); 
crit PT^ -(ax^); &faftox=oxa, eritjPr^ -ax~-j. 

Cum exprefliones i- , — frequentiflime a mathematicis ufurpentur, & 
in calculis praefertim fuperioribus faepius occurrant: e re efle cenfeo (prius- 
quam ulterius progrediar) veram horum fymbolorum fignificationem expende^ 
re, & meam de illis fententiam profiteri; eo magis quod de indole ipforum, 
inter mathematicos non omnino convenit, pluresque etiam infignes & aliunde 
fummopere commendandi fcriptores opinionem de illis amplexi funt, quae cum 
fenfu conmiuni pugnare videtur. Quod ut faciam, quantum potero^ accurate 
& luculenter, a familiari exemplo fequente ordiar. 

§. 89. Duo viatores A &l B, dato intervallo.Z) a fe invicem diftantes, 
in eadem refta , datis velocitatibus , verfus eandem plagam progrediantur; ita 
ut unus eorum A alterum B perfequatur. Tres heic, quod ad rationem velo- 
citatum viatorum attinet, diftinguendi funt cafus. 

1°. Viator A celerius progrediatur quam viator B. Hoc cafu intervallum, 
quo duo viatores a fe invicem primum diftabant, continue minuitur, donec A 
ipfum B attingat. 

a^. Ambo viatores aequalibus progrediantur velocitatibus. Hoc cafu in- 
tervallum, quo duo viatores pHmum diftabant, idem femper manet; utcunqtfe 
diuprogrediantur, & utcunque magnam viam ambo emetiantur. 

3®. Viator A lentius progrediatur altero B. Hoc cafu intervallum, qu6 
duo viatores primum diftabant, continue inerefcit; & tanto majus fit, qu0 
diutius incedunt. lidem viatores aut potuerunt anterius proficifci ex uno eo- 
demquepunfto, ad plagam fito oppofitam ei, juxta quam progrediuntur; aut 
illic iibi jam mutuo occurrifle ; aut denique in eo punfto fibi mutuo oceurre^ 
rent, fi uterque retrogrederetur. 

Hinc dato intervalio, quo duo viatores a fe invicem diftant, datisque ve^ 
lodtatibus, quibus progrediuntur; fi quaeratorlocus occurfus ipforum mutui: 
prius quam qu3eftionisj>ropofit3e inveftigatio fufcipiatur, inquirendumeft, utrum 



poffibilis fit, nec ne; feu ihquirendutn eft in rationem velocitatumy^^qua pras- 
difta poffibilitas aut impoffibilitas determinatur. Algebrifta autem non femper 
ita caute procedit, neque femper praevium hoc examen inftituit. Univerfali- 
tatis (nimio quandoque) ftudio impulfus formulas quaerit generales, quas ad 
omnes omniao cafus fleftere fatagit, & iis etiam applicare, ad quosnon qua« 
dfant; quod hoc ipfo exemplo patebit. 

Sint nimirum /^, t;, velocitates datae duorum viatorum -^, 5, intervallo 
«* D primitus invicam diftantium, & juxta eandem plagam progredientium , 
itsi \it ji ipfum jB perfequatun Velocitate T' pofita majore quam v; quando 
yiator J alterum B attingit, erit 

via ab B percurfa D x ^^ 

- - ^ - - D X y—i & formulae hae apte omnino repraefentant 
cafum, quo ^> v. 

Algebrifta autem , onmes univerfim cafus una eademque formula pompledli 
iatagens, quserit etiam : quid juxta eas fiat, fi /^5 v? 

Cafu autem, quo ^^ ^* expreffiones fpatiorum ab utroque viatore percur-^ 
forum transformantur in hanc D x i; cu-us figmficationem definire oportet. 

Ut cum fenfu communi refponfum hoc algebrae conveniat, aliter illud in- 
terpretari non poflum, nifi dicendo: illud indicare exclufionm feu impoffibili- 
tatem occurfus mutui viatorum. Algebraifta autem de occurfu mutuo loqui 
pergens', dum de illo agi amplhis nonpoteft, viatores fibi mutuo occurrere in 
^mtia infimta pronuntiat. Qrae loquendi fonna rite explicata nihil aliud figni- 
ficare poteft, quam locum occurfus mutui viatorum hoc cafu affignari non pofle; 
nec ullibi unquam viatores fibi mutuo occurrere. Symbokim igitur i,.quod 
formulis praecedentibus cafui huic applicatis introducitur, de impoffibilitate quae- 
ftionis nunc propofitae nos monet, eodem prorfus modo, quo figna >^— i, 
?^~i impoffibilitatem docent folutionis & rcpugnantiam mutuam conditionum 
problematum, quorum tanquam poffibilium traftatio aigebraica figna illa intro-* 

ducere coifgit 

Quam- 



' 1^9 

- Quamdiu l^> v; diftantia occurfusviatorum a lods, e quibus egredi po- 
nuntur, pendet ab intervallo D horum locorum, Fafto autem f^^sv, impoflibi- 
litais occurfus mutui eadem manet, quodcunque fit intervallum 17, quo primi- 
tus fejungebantur; & abfurdum eflet dicere: impoflibilitatem hanc fieri duplam 
aut triplam , prouti intervallum illud fit duplo aut triplo majus. 

Quod ad tertium cafum attinet, quo f^<iv; formulae praecedentes fiunt 

p^ ^ -Z)x — 

~(^'~'0, quaetransformantur inhas ^T^^f & indicant: pun* 

ftum occurfus mutui nunc jacere ad plagam oppofitam ei, verfus quam viato^ 
res progrediuntur; neque in parte anteriori, fed in parte pofteriori efle qu»- 
rendum. Quoniam autem cafus hic ad praecipuum tra6hitionis praefentis obje- 
ftum non pertinet, breviter de eo in fequentibus agetur. 

Exemplum allatum adeo luculentum eft, ut fupervacaneum foret diutiua 
rei huic immorari, nifi ea, utut per fe fimplex, pluribus inanium loquendi mo- 
dorum tricis involuta fuiflet Liceat itaque idem exemplum fub forma tantii- 
lum diverfa, eaque geometrica, exponere. 

Problema generale hoc eft: datam ceftam in ratione data producere. 

Sit j4B refta magnitudine data, producenda ad JT usque, in direftione FiK.if. < 

qu3B tendit ab A verfus B; ita ut reftae jtX, BX fint inter fe in ratione data^ ^^* \ 

quam habent linese a&c b. * I 

ConftruSHo. Ex punftis A, B ad easdem re6be AB partes ducantur duae 
reftae Aay Bb^ fibi invicem parallelae, & in data ratione linearum a, b. Jun« 
gatur ab refta, quae (fi fieri poffit) datae AB produftae occurrat m -X Hoc 
erit punftum quaefitum. 

Ut punftum X jaceat verfus plagam propofitam, oportet, fit Aa> Bb. 
Sed fi Aa<Bb^ refta ba occurrit datae AB verfus plagam priori oppofitam pro- 
duftae. 

Sit autem Aa^ Bb. Quadrilateri AabB lateribus Aa , Bb pofitis fibi invicem Blg. 19. 
aequalibus & parallelis^ quadrilaterum hoc eft parallelogrammum (EI. I. 33.); *^* 
proinde lineae AB, ab fibi mutuo occurrere non poflimt. Quod fi parallelae efCe ; 

R dican* . 
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dicantur reftae, quae fibi mutuo in diftantia infinita occurrunt, idem erit, ac R 
dicatur: eas fibi mutuo nulHbi > feu non occurrere. 
Fig.i9. Ut calculus conflruftioni praecedenti applicetur, datae AB per punflum b 

'^* parallela agatur, quae re£tee jta in a occurrat Triangulaoa'/^, ajtXj bBXUxnt 

inricem fi»ili. ; proind. < \ ^ ^ W : BX' "^ ^lHtZ^l ^' 

JtX=jiB X -^ 

unde ^T* 

BX=jlBy.JL^ 

Cum calculus hic nitatur triangulorum aa'b^ aAX^ bBX fimilitudine, 
omnino exiftentiam eorum triangulorum fupponit; quae cum non exiftant , quan- 
do punftum a incidit in punftum a^ feu quando Aa=: Bb; mirum videri non 
debet, coaftam calculi ad hunc cafum applicationem , utpote fundamento fuo 
deftitutam, adimpoffibile deducere. 

Si eflet pun6hmi occurfus eo cafu, quo jh& Bb inter fe funt aeguales; 
effcnt etiam AXSc BXinvicem aequales: cum tamen quantitate data AB dif- 
ferre fupponantur. Abfurdum hoc non moratur infiniti fautores, qui duas ma« 
gnitudines infinitas invicem aequales manere ftatuunt» fi una illarum (vel utra^ 
^ue) finitam patiatur mutationem. Genuinus formulae hujus loquendi fenfus 
aJius efle non poteft, quam hic: Sita dum quoKtitates mutabiki^ quarmm utraqui 
major reddi pateji quacunque quantitate propofita^ & datajit differentia prmdiSarum qutmm 
iitatum; ratio aquuHtatif Bmes efi ratiouis deerefceutis majoris. ad minorem. Hoc patet 
ex ipfa conftruftione praecedente. Data enun ratione quacunque^ : Bb nia- 
joris adminorem, ututparumab ratione aequaiitatis differat; fiat ^* <-^^f feu 
R^tAa:Bb'^^\^^; duftafl6'occurretipfi^5produftaBin-yj &RetAX':BX'z=s 

-* • ^*^^ • Bb' ^^^^^^ f^^® methodo mere algebraica demonftratur. 

Fifr.tg. Negatio occurfus linearum AB, ab nititur aequalitate linearum Aa, Bb, 

^^* feu valore (i8o®) fummae angulorum J5iffl, baA; nec ad ejus exclufionem quic- 

quam confert magnitudo lineae AB: & quemadmodum idea parallelismi dua- 

rum 



rum re£larum unica eft, ita etiam dici nequit impoilibilitatem occurTus mutui 
duarum iinearum AB^ ab majorem efle aut minorem, prouti linea jfB eft major 
aut minor; feu (ignum impoflibilitatis f eft figmun unicnm, qu^ecunque fit 
quantitas a, quacum per multiplicationis fignum conjungatur; eodem prorfus 
modo, qm omnia figna imaginaria aV — i ad unicum 9^— i cc«mnuni mathe* 
BUiticorum confenfu reducuntur. 

§. j9o« Geometricam problemttis prop<^ti (utut elementaris) evoluti(»iem 
eo lubentius expofui, quodjiaec ipfa quaeftip, aut aliae ipfi aflines, fub falfo 
obtutu confideratae, variis loquendi modis (meo quidem judicio fenfucafiis) 
anfam prdebuerunt. Dicunt v. gr. algebriftae, lineam reftam circulumefle, cu- 
jus radius eft infinitus. Uno aut altero exemplo indicare fufiiciet, quid fibi 
velit ejusmodi loquendi modus. 

Sint duo puncta pofitione data. Notum eft: reflam , • quae bifariam & ad 
angulos reftos fecat lineam reflam punfta data jungentem , locum efle onmium 
punftorum ab liis punftis aequi-diftantium. Nempe non modo quodvis pun« 
&um in perpendiculo Iioc fitum aequi-diftat a duobus punftis datis; fed etiam 
quodvis punftum extra hoc perpendiculum (in eodem plano) fitum inaequali- 
ter diftat ab liis punftis. 

Notum pariter eft (vid.ApoLLoNiiPERGiEi £owpiiifMrL.II.Prop.2.): circum- 
ferentiam circuli locum efle omnimn punftorum, quorum diftantiae a duobus 
punftis datis funt inter fe in ratioue data a ratione sequalitatis diverfa. 

Duos hosce cafus , utut inter fe diverfos , & ab antiquis geometris fedulo 
fejunftos, fub uno complefti fatagunt algebriftae. Cum radius cirCuli, cujus 
pircumferentia eft locus propofitus, eo major fiat, quo ratio data, a ratione 
sequalitatis diverfa, ad eam propius accedit; & quemadmodum ratio data ad 
rationem aequalitatis propius accedere poteft quam ratio quaevis propofita a ra- 
tione aequalitatis diverfa, ita etiam radius praedifti circuli quacunque linea^atai 
major fieri poflit: concludunt inde, quod, fi ratio data fuerit ipfa ratio aequa- 
litatis, radius circuli fiat infinitus. Sed hoc cafa locus propofitus eft linea rc- 
fta; ergo (dicunt,) linearefteeft circulus, cujus radius infinitus. Cum autenj 
hop cafu idea circuli neceflario conneftatur cum difcrepantia rationis datae a ra<^ 

R z tione 



tione asqutlitfttis, fiiblata hac difcrepjintia tollitur etiam idea circulL Qui di- 
cit, lineam redam eff» circulum, cujus.radius eft infinitus, de circulo loqui- 
tnr, cujus aeque oentnim neque radius poffunt affignari; dicit itaque* lineam 
reftam circulum efle non circularem. 
«•^% Scilicet: fit diftantia JlB punftorum j1, B^D\ & fit ratio data sequalis 
rationi a: b,^ ratione «qualitatis diverfae, Sccetur jiB in punfto jt, eadeoH 
• ^que producatur ad X usque ih icatione data. Bifecetur Xx in Z; erit Z cen- 
trum, & Zx radius circuli propofitL Fit Zx ^ D ^ ?*. .. 

AZ^Dy. 



a^b.a+^ 



BZ ^ D X ' . ■ ; unde inferunt 

algebrift», Zx^ AZ^ BZ inflnitas fieri, quaudo a = fc; cum.dicere debuiffen^ 
nuUum effe radium, nuHum centrum. 

Idem yalet de aliis quibusdam locis ad circumferentiam circuli. Sint 
V. gr. duo punfta pofitione data, ad quae ex punfto quocunque agantur reftae; 
& data fit differentia fpatiorum, quae ad quadrata harum re£brum datas habent 
rationes, inter fe injequales. Locus praedifti punfti etiam eft circumferentia 
quaedam circuli (Apollonii pergai Zjoca plana L. 11. Prop. 4.). Sed fi rationes 
datae fint iiiter fe aequales, locus punfti iljius eft refta pofitione data. Unde 
iterum concludunt algebriftae, lineam reftam circulum effe, cujus radius eft 
infinitus; cum antiqui geometrae cafum hunc ab altero diverfum feorfim pariter 
traftaverint 

Atque hic rurfus fe offert funplicitas ideae impoffibilitatis. Quemadmodum 
enini linea refta ita eft unica, ut omnes lineae reftae^ mutuo congruant; ita 
etiam impoffibilitas curvaturae fit imica, dum contra nuUus eft limes yariorum 
graduum curvaturae. 

§.91. Quam de vera fymboli % fignificatione profeffus fum fententiam, 
altero exemplo, eoqi^e mere algebraico, confirmabo. 

Sit 
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Sit fraaio 



I I 



+ J i.. 



Hinc per fraftionem ~ utrinque multiplicando» fit 

(x^ay.x-^b a^b x^a^ 

+ JL._JL_ 

b^a x^a*x^b 



I 1 
"^ a-&*JiP-a* 

. _!^ L- 



Fraftio igitur — ^ — -., cujus denommator faftorem duplicem jr-a» con^ 
x^a^^x^b 

tinet, nequit unice refolvi in fraftiones, quarum denominatores fiEiftoribus fim^ 
plicibus x-a, x^b aequales fint. Sed refolutio fraftionis illius neceflario contii* 
netfraftionem, cujus denominator eft faftorduplex jf-a*. 

Proponatur autem fraftio . 1^ , cujus feftores denominatoris 

jc-a, x-a', attt reipfa inaequales fint, aut tanquam tales traftentui. Erit 

I _ II 

x-a^x^-alx^b a-a.a^b jp-a 



a^^a^a^b x-a 

4- ^ -J. 

b^a^b^a x^o 



Tumfiat a=a; erit L^ -= — f — i--^ - ^.JL-.JL 

x^a.x^a*X'b a^a.a^b x^a a.a^b jc-a 



a^a.a^^b x^-a a.a^b jc-a 

b^a.b'a''x-'b , *-a**jf-^ 
R 3 Pro- 



Proinde introduftlone fymboli § monemur , refolutlonem fuQfti<Mus 
Ix-aW x^ *° fraftiones, quarum denominatores fint faftores fimplices x-a, 
x-b, efle impofiibilem, uti jam vidimus. 

Hoc cafu, utad veram refolutionem perveniamus, conjungendae funt du» 
I j_ 

firaftiones «-«''«-**•»-«, confiderando fadores l'J' >» tanquam refpeftive 
diverfos. Erit 




'a^a a-b.a^b.x^a.x-a "" a-*.a-fc. j^-a.jr*a' 



^ _i * _f I 

-, ^- b^C^x.a} a'.i^r-a.x-a' «-A 'H^» 

ii.5.a-A,*.a.jr.a'""__i j_=_ i ji^' ^^' ^^^ ^ = «• 

a^b.a-b x^a a^b^* x^a 

Tdem dicatur de aliis fraftionuxn refolutionibus. 

S- 9^ Tranfeo ad exemplum geometricum, & rei praefehti omnino ac- 
commodatum. 

Cum in omni triangulo (reftilineo) angulorum internorum fumma aequa- 
lis fit duobus reftis : fi detur fumma duorum angulorum internorum , ad trian*^ 
guli pofTibilitatem requiritur, ut fumma minor fit duobus reftis. Proinde 
omnes calculi in triangulis, quorum fumma duorum angulorum datur, inflituti 
cum hac propofitione fundamentali debent confentire. 

Sit trianguium, cujus latera fint jf, B^ C; 
& anguli ipfis refpeftive oppofiti a, b, t. 

AngQli 6 & r, & latus A dentur magnitudine; erit 

B ^ A ^^*^ s A fig. b ^ ^ f m.& 

^ fin.a fm.i8o®-(b+0 ^ &n.b+c 

C =a - - es ./f '^ , quae expreffiones rene funt, 

quamdiu b-^t< igo». 

Sit 



t3S 
Sit b+c ss igo®; lineae B 6cC fiunt parallete: fublato lineanun B, C 
mutuo occurfu, fimul evanefcit omnis idea tam anguli a, quam trianguli dc ]a<« 
terum illius; & fimul omnia ruunt fundamenta propofitionum , quae nonnifide 
triangulis aftu exiftentibus poflunt praedicari. Algebrifta autem nimio univer^ 
falitatis ftudio formulas praecedentes etiam nunc confervare, & ad eumquoque 
cafum fleftere aggreditur, in quem quadrare non poflunt. Cum fcilicet pofito 
b + c =i igo^. & proinde {in.b + c =: o; formulae praecedentes fiant 

o , pronuntiat : verticem trianguli etiamnum fifti ab latere ui infi- 

O 

nite diftare, ipfaque latera B & C infinita fieri. Hic autem loquendi modus 

(meo quidem judicio) aliter tolerari non poteft , nifi quatenus impoflibilitatem 

aflerat trianguli, cujus duoruni angulonun fumma fit duobus reftis aequalis, 

Haec autem impoflibilitas a valore fummae angulorum b, c unice pendet, quae- 

cunque fit reftae -rf ipfis adjacentis magnitudo, & quicunque fint anguli b, c 

feorfim fumti. Attamen fi formulae, quibus trianguli latera determinantur, 

huic etiam cafui applicari poflent, quo deeft punftum occurfus; impoflibilitas 

determinationis laterum trianguli etiariinum fifti diverfa appareret, pro diverfa 

magnitudine tam lineae j1, quam angulorum b Scc, juxta formulas 5 =^02:*^ 

o 

C = -^i^- Unde fequeretur, lineas ab uno eodemque punfto iuxta datam di- 
o 

reftionem duftas efle inter fe magnitudine utlibet diverfes, eo momento, quo 
infinite efle dicuntur. 

Idem luculentius etiam patet, quando formulae, qu« verae funt de fuper-- 
ficiebus triangulorum, fpatiis applicantur, quae jam non funt triangula. 

Superficies trianguli, cujus latera & anguli funt ut prius * ^* ^, efl: 
r br • ^f ^f ^ 

l^ X !?' ""'^ ; quae formula cafu, qno b + c^ i8o® , & proinde fin.*= fin.r, 
Im. b+c 

transformatur in hanc |^« !B: — . Proinde fi formubs, quae de fpatiis finitis 

o 

verae funt, fpatiis etiam illimitatis applicare liceret; fpatia illimitata inter duas 

reftas 
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reftas paxallelas extenla forent in ratione duplicata diftantiarum harum paralle- 
I«um, cum fpatia haec inter fe efle in ratione fimplici harum diftantiarum tra- 
dantur. 

S- 93. Ut haftenus difta , quantum fieri poteft, diftinfte curvarum doftri- 
nae poffint applicari; a curva in elementis confiderata, circulo nempe, ordiar. 
««.*». Sit circuJus, cujus centrum C, radius CA^ r. Ex punfto M ducatur tan- 

geris MT, quae radio C4 produfto in T occurrat; feu fit m ipfi CM perpendi- 
cularis , atque ex eodem punfto M demittatur MP perpendicularis radio CA. Sit 
CP» x; erit CT = !1. Expreffio haec (ex fimiUtudme triangulorum CMP, 
CTM dedufta) valorem reftae CT determinat, quamdiu ipla CT exiftit. Ut 
autem proportio CP : CM => CM : CT, feu x:r = r:CT, inftitui poffit, ne- 
ceffe eft, ut CP ad CM feu « ad r aliquam habeat rationem; feu neceffe eft, 
(triangulo CMP exiftente) linea CPnon fit zero. Pofita igitur C/>= o=oxr, 
fymbolum CT = ~- «: L monet non amplius locum dari fubtangentL Hoc 
etiam ex antediftis fluit (§. 93,), cum hoc cafu anguU ^M, CMTambo fint 
refti; ac proinde lineae df , ilfTinvlcem parallelae. 

Idem valet de ellipfi, cujus raequatio eft y = tir^aa-xx'). Itaque fub- 



a 
b X 



tangens PT = ^ ^ x; unde cot.PMT = - _-f Fafto x = o=axo, 

Jt a yaa-xx 

fit /T = 1, cotPJrr = -* X o; unde angulus PMT^ 90", & PT deter- 

O Q 

minari nequit. 

Ut haec clarius etiam, fi fieri poflit, ob oculos ponantur» regrediamur ad 
d^finitionem fiibtangentis, & ad modum, quo determinavimus, eam efle limi- 
tem (fi quis fit) fiibfecantis. Pofiiimus (§. 39.) tangentemcurvae diametro, ad 
quam refertur, occurrere. Intervallum quoddam datum limes ef^ datus (juxta 
definitionem §. i.), ad quem fubfecan? perpetuo accedit, fed quem nunquam 
attingit Sublato tangentis & diametri occurfu mutuo, fundamenta omni^f 
quibus rationis^ quam fubfecans habet ad lineam diametro ordinatim applica*- 
Rgar» tam, limitemdeterminavimus, per fe labuntur. Linea iif Q, diametro & pro- 
inde tangenti parallela, tangenti non amplius occiurrit Sublato itaque trian* 

gulo 
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gUlo JlfQQ*) cujus coQtemplatione nituntur ratlocink §. 39.; ipfa etlam haec 
ratiocinid' & confequentiae ex illis dedu6te coiruunt Nominatim cadit confe- 
quentia: reftas PTy MTy non amplius determinatas» limites efle reftarum PSy 
US. 

^AP^xi PM = y; Pp='Ax; 

^ I dA? i.a djT» -*" 1,2.3 d^* 

ftique P5(«y.^ = y x . dy . Ajc ddy . Ax^ d^y . 

^ ^ii + ^-dD^- rzi^di^'*' — 

Ut aliquis fit limes reftae PS, oportet, fit limes aliquis expreffionis ipfius; 
proindeque exponens difFerentialis -^ non fit zero. Quodfi autem -^ « o : 
fymbolo PS ^y x i monemur, fubfecantem PS ultra onmem limitem d^CUm 
crefcere pofle; de fubtangente igitur non efle loquendum. 

Cafus proinde, quo tangens MT & diameter P/t invicem funt parallete, 
tanquam fingularis & unicus e(l confiderandus. Scilicet ex punfto M ducatur 
refta quaecunque IUS^ qu3e cum tangente MT angulum faciat TMS utcunque 
exiguum. Re6bi haec MS occurrit diametro jIP^ cum fununa angulorum SMP, 
SPM (minor fumma angulorum TJURj MPA) minor fit duobus reftis; eadem-» 
que MS curvae etiam in altero punfto M' occurrit (cum jam refta MT curvam 
in punfto M contingere fiipponatur). . Inuninuto angulo TMS^ lineae MS, PS 
crefcunt quidem; veruntamen magnitudo iilarum definitur per himc angu«i 
lum. Neque dici potefi: (juxta definitionem §. i.) praediftas lineas limitum 
efle capaces, easdemque a lineis magnitudine indeterminatis (feu neque datis 
neque dabilibus) minus difiecre pofle, quam ulla quantitate propofita. 

§. 94« Quoniam frequentiffime a mathematicis ufurpatur formula: para^ 
bolam efle ellipfin infinitam, feu, cujus axis eftinfinitus; e re erit genuinam 
locutionis hujus fignificationem declarare: quod pluribus praeftabo modis, ut» 
quae de hoc exemplo monuero, facilius poffint ad alia fimilia applicari. 

S Cum 
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Cum nempe modos inter genefeos feftiomim conicarum tres fmt praecipui, 
ad quos reliqui facile poflimt reduci; unumquemque illorum feorfim expendam. 

X**. Seftio conica referatur ad focum & ad direftricem. 
IIg.8S. Sit^^ re^ pofitione data» & fit Fpundum pofitione datum; & deferi- 

benda fit ellipfis, cujus focus F & direfbrix AB^ data ratione diftantiarum fin- 
gulorum ellipfis punftorom a foco F & a direfbrice AB> 

Ex punfto F demittatur in AB perpendicularis FD^ qu% fecetur in S in 
ratione data; erit S mtex axis transverfi feftionis, foco jP vicinior. 

Quoniam feftio conica propofita debet efle elliptica: ut vertex alter feffio' 
nis feu ejusdm axis determinetur, producenda eft re6hi DF in S\ ita ut 
DS' : FS* t>: DS : SF; & quoniam D^ debet efle major quam FS^^ oportet, fit 
DS> SF' Seu ut feftio propofita fit elliptica, ratio data diftantiarum punfti 
cujusvis feftionis a direftrice 6c a foco debet efle ratio majoris ad minorem- 

Qtto pofito erit SSf axis transverfus ellipfis; bifeda autem SS' ia C, erit CS 
dimidius axis transverfus, & CFexcentricitas. 
Sit FD « d; fitque ratio data SF:SD == a:b: 

crit SF^d X J^i 5D « -1. 

a-b «-* 

55" « d X 



2m 



a-b.chi^ 



CS^d X " 



CF^d -A 



a-b.o+b 

ab 
a-b.a+b 

aa 



quadrattim dimidii axis fecundi SFy^SFssddx ^^^ -^* 

Quando ratio data a : 5 efl ratio aequalitatis: pun6hi S\ C, F^ non amplius 
^(Tunt determinari; feu pimftorum horum pofitiones funt impofGbiles, &reAa^ 
fum S^y SCj SjF* magnitudines pariter fiunt impoffibiles: fcilicet curva defcri- 
benda non amplius in fe recurrit, ac proinde praecipuum cnrvarum ellipticarum 
carafterem amittit Curva itaque hoc cafu definit effe elliptica; fed eil curva 

fui 



fui generis, parabola nempe, quae neque centram, neque alterum focum, ae^ 
que alterum verticem habet Qui dicit, parabolam efle ellipfin, cujus centrum 
a foco infinite difl:at; dicit, parabolam efle ellipfin, cujus centrum aflignari 
nequit, feu cujus centrum nullibi exiftit, feu qu» centrum non habet. Para- 
bola igitur eflet ellipfis non elliptica; quod fenfu caret Parabola igitur cunra 
efl: non elliptica, & fui generis. 

Impoflibilitatem pofitionis punftorum S\ C, F*, & magnitui^inis re£larum 
FS', FC, FF^, indicant formul» praecedentes; quae, pofito «= ft, impoflibilita- 
tis figno % afficiuntur. 

Quemadmodum autem ratio aequalitatis limes efl: rationis decrefcentis ma- 
joris ad minorem, ita etiam ratio aequalitatis limes efl: rationis diftantiarum cu- 
jusvis punfti ellipfis a direftrice & a foco huic proximo. Unde parabola limes 
eft ellipfium eandem direftricem eundemque focum pofitione datos habentium, 
eodem prorfus modo, quo circulus limes eft figurarum ipfi infcriptarum aut asy 
cumfcriptanmi* 

2^. Seftionum conicarum originem in ipfo cono contemplabon 

Sit uiC^' feftio coni refti (v« gr.), plano per axem transeunte faft:a» Sit Fig»M« 

SMS' coni hujus feftio plano priori perpendiculari faftj, quodque lateribus Cjf, 

CA in punftis 5 & 5' occurrat. Erit igitur feftio conmiunis utriusque plani 

S^ axis transverfus ellipfis, & expreflio axis hujus efl: 
-^- fin.C i-rn ^ fin.C ««• 

Quamdiu angulus S'SA major eft angulo C: planum SM^ lateri CA occur- 

rit; proinde tam punfti S* pofitio, quam reflse S^ magnitudo determinatur, & 

feftio eft elliptica; utcunque parum angulus A^' (major angulo C) ab hoc an» 

gulo differat. Atque uti angulus C limes eft anguli decrefcentis AS^ (quate- 

nus angulus hic major ponitur angulo C)\ ita etiam parabola, quae fe6tio eft 

coni, quando angulus ASS' definit effe major angulo C, feu fit ipfi aequalis, li- 

mes eft feftionis, quae refpondet inaequalitati angulorum ^* & C: ac ceffatio 

fe6tionis mutuse re6larum S^^ CAj proindeque impoffibilitas mlEignitudmis reft» 

S5' denotatur introdufHone figni ^lnexpreffionem lineae SS\ quae fit 

5S'«C5xS5£ = C5x^^. 
im.o o 

Sa Sit 
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Sit MP re^ ipil 55* pe/pendicularis, feu axi SS* ordinadin applicata; & 

t 

per ^P agatur planum l>afi parallelum, quod lateribus coni CA^ CA in pun" 
easByB\ occurrat Erit JfP* = flP x PB\ Atqui 

BP '. SP « fin^ fin.A. 

PB* : S'P B fin.5' fin.5' 

hinc BP%PB' : SPxPS' ^ fin..Sxfin.5' : fin.5xfin.B'. 

Proportio haec locum habet, quamdiu punftum S' affignatur. . Deficiente 

autem punfto S^, & proinde deficiente fimul triangulo PB^S', proportio 

PB' : S^P s fin.^* : fin.B' (quae trianguli PS'B' exiftentia nititur) inftitui non 

poteft. Sed cafus hic fingularis peculiari etiam modo erui debet. Tum fcilicet 

refta PB' datur magnitudine; & ex priori proportione BP:SP »= fin.5: fin.ff 

confequitur BPy. PB' : SPx PB' ■= fin.5 : fm.5 •= fin.C : fin.J? ^,,^ « ^,^ 
feu JUP^ :SPxPB' = fm.C : fm.fi ' ^^** «*^ P"^^ 

f>ortio ad parabolam. 

Altera proportio PB': S'P « fm.5': fm.B' efficit S^P = B'P^^; & impof- 

1111.0 

fibilitas reftae S'P denotatur introduftione figni i, quando 5* = o; 

3*. Confideremus denique feftionum eUipticarum & paraboUcarum «qua« 

tiones a parametro ipfan^m pendcntes. 

fte. j- Sit SS' axis ellipfeos, cujus parameter fit SA Sit MP refta axi ordinatim 

applicata. Ducatur S^yf, cui MP occurrat in Ni 

Per naturam ellipfis eft MP^iSPxPS^^JS^SS^^NP^PS^^SPxPN^SPxPS'; 

proinde MP* - SPxPN, Ducatur per A refta axi SS' parallela, cui MPxio. 

currat in Q; erit MP* = SP^SJ-NCO. 

Quamdiu igitur curva propofita eft elliptica, feu quamdiu punftum ^'da- 

tur pofitione; quadratum ordinatae MP minus eft reftangulo fub parametro SA 

& abfcifla SP. Atqui pimfto P manente eodem; quo major eft refta SS^, eo mi- 

nor fit refta NQ^i^^^SPx ^i): & quemadmodum nuUus eft limes magnitudi- 

SS y 
nis reftae SS', ita etiam nullus eft limes parvitatis reftae NQ,; feu parameter 

SA limes eft reftae /W(s=5^— iVQ) , & reftangulum SJ x SP limes eft magni- 

tudinis reftanguli SP x PN. Ordinatae igkur parabolae limites funt ordinata- 

rum ellipfium per eadem axis punfta duftarum; deniqueipfa parabola limes eft 

eHi- 
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ellipfium eidem parametro defcf iptarum , ad quem curv» hx eo propius acce-< 
dunt, quo rifejor fit earnm axis transverfus. 

Hinc intelligitur, quomodo aequatid elliptica yy = x{p — £.x), paraboli- 
cam yy^px contineat: quatenus fcilicet refta-rf5' ipfi5Pnon amplius occur- 
rente; feu fafta ipfi SS' parallela , refta PN fit ipfi SA «qualis. & proinde iVQ 

feu ^x fit zero.;? 
a 

Quaecunque de relatione, qu» curvas inter parabolicas & elUpticas locum 
habet, difta funt, applicari pariter debent ad relationem curvas inter paraboli- 
cas 6c hyperbolicas intercedentem: & quemadmodum v. gr. ordinatas parabolae 
limites funt ordinatarum crefcentium ellipfium eundem verticem eandemqu^ pa- 
rametrum habentium; ita etiam ordinatae parabolae limites funt ordinatarum de- 
crefcentium hyperbolarum eundem verticem eandemque parametrum haben- 
tium. Scilicet in aequatione hyperbolae , yy^x(f+jLx), parameter data p M^ 
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mes eft parvitatis quantitatis mutabilis p+JLx^ & reftangulum px limes ell 

parvitatis reftangttli decfefcentis x{p + JLx)i denique re6te m parabola axior- 
dinat)m applicatae limites funt ordinatarumdecrefceotiumbyperbQlarum, iisdem 
axeos punftis refpondentium. 

Porro quae de feftionibus conicis difta fuerunt , facile (mutatis mutandis) 
ad alias curvas ellipticas, parabolicas, & hyperbolicas fuperiorum generum appli- 
centur; quare diutius his immorari fupervacaneum eSe cenfeo. 

§. 95. AUa exempla, fententiam de vera fymboli ^ fignificatione haftenus 
expofitam illuftrantia, brevius perftrmgam. 

i^, Sit aequatio hyperbolae conicae ad afymptoton relatae xy ^ab; 6c quae- 

ratur punftum , ubi afymptoto curva occurrit, feu ubi fit y = o = 6 x o. Quo- 

niam eft jp = — ; fafto y =? o = 6 x o, erit * = — ; proinde occurfus mutuus 

y o * 

curvae hyp^rbolicae & afymptoti eft impoflibilis. 

JEquatione^ jf « — monemur : fuperficie reftanguli alicujus toaguitudine 

data, non pofTe unum ex lateribus ejus ita magnum fieri, ut alterum evanefcat. 

S 3 2^. Sit 
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A*. Sit Kqtutio hyperbolse conicae ad axem transverfum relatx, 
jy me — (xx->«); 6c quaeratur tangens, quae axi occurrat in centro C. 

Quoniamefty* V(;r*w«); fit^ -lx_l-_. ^ - Ixtfe:^!^. 
& y3f » fll^ B X— ^ » unde diftantia centri a punfto» ubi tangens aad oc* 



aa 



currit, eft — : quare diftantia hac magnitudinetbita d^Bt ^ ^ d; & jp s _. 

Pofita autemrfsosflXo, fit jts^, & proinde impoflibiiis. NuUaigitoreft 
tangens hyperbobe» quae axi in centro occurrat; fed pua6him» ubi tangens aid 
occurrit, eo propius ad centrum accedit, quo punftum, ex quo tangens dud^ 
tur» a centro longius removetur. 

3^. Sit parabola conica, cujus aequatio eft* j/ « y^apx; & quaeratur pundbmi 
parabol», ex quo dufta tangens fiat axi parallela. 

Quoniamy=raiFx; fit^ « -^ = ■£. Jam vero C§. 41) ^ ^^ tan- 
gens trigonometrica (qu« dicatur t) anguli, fub quo tangens parabolae axi 00- 
eurrit Eft ideo £ s f; & y « ^. Fiat autem tangens axi parallela, & pro- 

inde nullum faciat angulum cum axe: erit etiam < = o , & y » -^; quod im« 

o 

.poflibilitatem arguit ducendi reftam axi parabolae parallelam, quae hanc curvam 
tangat* 

'§• 96. Ne quis autem haftenus difta male interpretetur, quafi figna §» 
(^)tt ab algebriftis introdufta ex mathefi profcribere velim. Quemadmodum 
alia impoflibilitatis figna y^— i, >^— i, a mathematicis ufurpata, plurimas in- 
veftigationes mirifice juvant, quae absque iliorum fubfidio (pro intelleftus hur 
mani debilitate) aut impoflibiles fuiflent aut longe difficiliores; ita etiam ha?c 
impoflibilitatis figna, ^, (i)"> adminicula efle poflunt & inftrumenta, quibus 
intelle^lus humanus juvatur , ut ad inveftigationes reales poflit eniti. Dicam 
i^ 7 cum omnibus algebriftis: generalem feftionum conicarum (v. gr.) aequatio* 

nem 
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nem efle yy * x^P ± -«^) ; qu« cafu, quo a = ^ = 00, fit pro parabola yy «e p»^ 
Spero autem, tirones verum illationis hujus fenfum & nexum ejus cum theorla 
limitum ex praecedentibus habituros effe perfpeftum ; nec ob introduftionem 
forte neceflariam fymbolorum ^, (^)n, feu 00, c»n procliviores fore ad magni- 
tudmes reales fignis his fubfternendas, quam proni fuerint ad admittendam 
quantitatum (quas vocant) imaginariarum exiftentiam, quarum fymbola in cal- 
culos quafi neceflario irrepunt, aut majoris faltem facilitatis caufa adhibejitur. 

Superfluum autem cenfeo, oftendendis introduftionis fignorum horum com<i 
modis immorari, quse frequens recentiorum mathematicorum ufus abunde coniP 
probat 

§. 97. Sent€ntiam pluribus hic expofitam, quod fcilicet fymbolum ^ fi- 
gnum fit impoflibilitatis , breviter jam attigeram in diflertatione : Exfofition ele^ 
mentaire &c. inprimis Cap. XL pag. 158. 159. 165. Eandem profitetur ill. Kjest- 
KER in diifertatione infcripta De translatis in diSHone geometrarum^ his verbis: 

„ Ex vulgato tang.w ^ —^ eruitur tangens anguli refti iofinita — — — 

coLfi 

„ Revera autem angulus reftus nec cofinum habet, nec tangentem. Cofinum 
„ non habere utique dico, cum dico, ejus cofinum efle « o; non enim habet, 
„ qui niliil habet. Hinc facile intelligitur, tangentem etiam habere nonpofle. 
„ Tangentem anguli refti infinitam efle niliii aliud dicit, quam anguli ad re- 
>, 6him crefcentis tangentem crefcere ultra omnes limites, ita ut cofinus infra 
9, omnes limites decrefcit. Eo momento, quo anguhis fit re6his, celTant notio 
„ tangentis & cofinus; hoc difcrimine, quod in eum ftatum, ut cofinus notio 
„ ceflet, res dedufta fit perpetuis decrementis cofinus; in eum vero, ut ceflet 
„ notio tangentis, perpetuis incrementis tangentis.,, Ac nuperrime Celeb. 
Abbas Caluso in novis Commentariis Academioe Turinenfis T. 11. idem tradit judi- 
cium his aliisque verbis: „Que Ton demande / tang. de z. Dans ce probleme 
„ ce n'eft point la pofition de /, c^eft la grandeur de /, que Ton veut. Cette 
„ grandeur eft la diftance du point d*attouchement k Tinterfeftion de la tan-» 
fi gente & de la fecante , qui fait Tangle z avec le raion perpendiculaure i, la 

„ tan^ 



^ 
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>, tangente. Ainfi, le point d*attouchement demeurant, imefureque fen eloi-« 
^ gne celui de rinterfeftion, je fais croitre t&iz. Mais je ne|puis jamais eloi* 
„ gner rinterfeftion pour avoir z = 90^ , parceque Tinterfeftion de deux paral- 
„ leles eft impoffible. Or on ne peut concevoir de [diftance d*une interfe6tion, 
^ que Ton con^oit impoffible. U faut donc concevoir t impoffible , lorsque 
„ a? « 90''. 

„ n faut diftinguer trois cas dHmpoffibilit^. 
\ ^ i^. Celui que nbus venons de remarquer dans <, impoffible ;^oe qu'on 

/ t» ne peut aff^ eloigner les extremes, qui doivent terminer la grandeur. 

„ 2^. Celui oa elle eft impoffible, parce qu^on ne peut aflS§s les aprocher, 
„ dont il fuffira de donner pour exemple la cotangente de 90^. 

„ 3®, Celui oii un des extrdmes devroit 6tre en mfime tems des deux co^ 
„ t6s oppoC^s de Fautre; (feft le cas des imaginaires, dont rimpoffibilit^ a tou« 
n jours ct^ reconnu^,„ 

§. 98. AdmiiTo, fymbolum § fignum effk impoffibilis; mlrum non efti 
mathematicorum conatus rem figno huic refpondentem exprimendi efle inanes. 
Methodos inter, quibus figni hujus indolem definire annixi funt, fequens notarl 
meretur reduftio. Pofito oa=i— .1, &^=: -L. , in feriem convertatur ex- 

preffio -^; erit -i- = x+i + i + i + i+ . • • • Quae feries cum fme limite 

poffit continuari, infenmt: fignum f fymboium efie quantitatis realis, feriei 
ttempe infinitse terminis invicem aequalibus conAantis. Circa hanc reduftionem 
faaec mihi obferv^da videntur. 

i^. Quoniam o eft differentia (fic difta) duarum quantitatum mvicem 

aequalium; eodem («nnino jure fiet o = fi— », & x — JL =1+1 + 1 + 14-.,.. 



m n n 
Jam vero ponatur » » §: erit quoque ^«0 + + + 0+....; qu« feries 

(fi nihilorum congeriem ita 'nuncupare licet) qua^titatem infinitam diftam i 
minquam efficere potefl: 

2^. Sem-^ 






H5 
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»«». Sempereft _=-+-+~ + -^+. ..+__ + _+-^. p,oinde 
feries ex evolatione^fra^onis — ; orta ad valorem huius fraftionis eo tantum 

a-6. 

cafu propius.continue acceiit, quo &<a; ita ut fupplementum ^ eo mimis 
fiat, quo major eft terminorum evolutorum numerus. Contra^ quando 6>a, 

fupplementum ^ eo majus fit, quo major eft terminorum evcdutorum nu- 
a-4 

merus; proindeque feries evoluta a fra^lione —- eo magis difcrepat, fuomajor 

eft teniiifionim evolutorum iiumerus. Cafu autem, quo assb, fuppiementum 

b^ 

^" idem femper manet; & proinde feries evoluta neque accedit ad valorem 

fraftionis primariae -? -, neque ab illo recedit. Quin cum hoc cafu, quoa»^, 
a-6 

a» 

fupplementum ^ feriei, quousque libeat continuatae, fit ipfi fraftioni — 

a-fc ^ ^"^ 

in feriem explicandae aequalis; perpetuo hoc ipfiusmet recurfii docemur, con-* 

verfionem fraftionis — in feriem ineptajn efle ad determinandam rem, quae 
ipfi refpondeat. 

Quoniam ideo § = 1 + 1 + 1+ . . . +%; cur non liceret concludere fum- 
mam i + i + i+...=o? Sedrevera nihil aliud ex hac aequatione concludi 
poteft, nifi quod 1 = 0+0 + 0+ . . . +0 + 1, feu i = i. 

Scholium. Fraftionis — L in feriem conve/fio cafu, quo 6 > a (& proinde 

a-p 

^S^ = — -2-^ mathematicos quosdam eo deduxit, ut quantitates (quas vo- 
fl-i b *a^ 

I ' 
cant) negativas efle plusquam infinitas (a) pronuntiarent. Cum fl-aftionis — 

in 

(a) Ipfc Wallistxjs ,^ qoi ad tnathefeos progreflbs tantopere contnlit , nonnifi ttmide 
banc vocero primns (qnod fciam) emifit. De rationibus^plus quam infinitis locutus 
addit: fi id fine folecismo dici pojfit. (Vid. Arithmetica injinitorum. Prop. CL 
Scholium.) 

T 



y 
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in feriem converfio cafu, quo 6> «» nihil doceat, 'quod ad valorem iftius fra- 

ftionis, nifi ratio liabeatur fupplementi l^' eo majoris, quo major eft termino- 

rum evolutorum numerus; patet, infolens illud efTatum omni hoc refpe^lu fun« 
damento carere. 

Cafu , quo 6 > a , fraftio — eft — r-L. , qu« in feriem convergentem evoluta 

fit — r- + A+4T + TT+T5 +• • ••^5 &abfurdumforetdiccre, feriem hanc 

\b bb b^ b^ b^ y 

i b b^ b^ 54 
eandem effe cum altera - + — +— r + -a +— f + . . . . 

a aa a^ a^ a^ 

Si ad exemplum familiare, quo hoc caput exorfi fumus (§. 89. )> redea- 
mus : luculenter apparebit, quantum haec fententia a fenfu communi abhorreat 
Expreffio D x jr— cafu, quo f;>/^, fit — JD x — ^; quae indicat, pun6him 
occurfus duorum viatorum jacere ad partes oppofitas iis, verfus quas viatores 
progrediuntur. Neque uUo modoconcipi poteft, fpatium ab ilJis percurrendum 
majus effe fpatio (fifto) D x ^^ ^Dxif quod velocitatum aequalitati re- 

fpondeat. 

Nec magis folidum eft, quod nonnulU mathematici dicunt: hyperbolas effe 
parabolas plus quam infinitas. Parabola curva eft fui generis, ad quam, tan- 
quam limitem , propius propiusque accedere poffunt reliquae feftiones conicae. 
Et quemadmodum polygona circulo infcripta aut circumfcripta femper a circulo 
differunt; ita etiam eliipfes & hyperbolae a parabola femper difcrepant. 

Huc etiam pertinent, quae (§. 71-) de fignorum operationum ad quanti- 
tates ipfas translatione obfervavL 

§. 99. Admiffo, fymbolum % fignum effe impoffibilitatis ; facile intellige* 
mus, qtiid fibi velint figna —,00«, a mathematicis ufurpata, quibus varios in- 
finitorum ordines diftinguere autumarunt. Quemadmodum omnes quantitates 
imaginariae, Utut exponentibus diverfis affeftae, ad fignum unicum impoffibili- 
tatis >^— I reducuntur; ita etiam omnia fymbola — , oon,unicam indicare im- 

polfi- 



poffibilitatis ideam%airerer« non dubito. Id quod unp aut altero exemplo li-^ 
quebit. 

Sit aSquatio elUpfium y» = — (a» - x«") ; y = £ (dm - j^m^m Fig. ix* 

unde fubtang. (=y jO "= j^ ~ "^ = ^ 

Quo minor eft jf, eo major eft fraftio — — ; eademque tanto rapidius cre* 
fcit, quo major eft exponens m. Ipfo autem momento, quo fit j? = o, fymbo- 
lum -^ non majorem indicat occurfus mutui tangentis & axis impoffibilita- 
tem, quam fignum fimplex impoffibilitatis §, quod obtinet, quando w = 2, uti 
in ellipfi conica. In ellipfibus variorum ordinum fubtangentes inaequaliter ten- 
dunt verfus impoffibilitatem, quamdiu aflu exiftunt; fed uni<^o modo eam at- 
tingunt, aut in ea perfiftunt. Refta ex punfto pofitione dato duftafecundum 
innumeras leges ad eum tendere, poteft fitum, quo fiat reftae pofitione datae 
parallela; fed fitus hic eft unicus, quicunque fit modus, quo ad illum perve- 
nerit. 

Sit aequatio hyperbolarum ad axem transverfiun relatarum y»s=-^(xw.a«); 

fubtang. (=^y— ) = x ?_. Punfti igitur, ubi tangens axi occurrit, a cen- 

tro hyperbolarum diftantia eft a : & fi requiratur, ut diftantia haec eva- 

nefcat: erit a = 0, feu Arm-i =am-i x -, x = aj^-, Quo fymbolo mone« 

j;m-i O O 

mur, impoffibile efle, ut tangentes hyperbolarum cujuscunque ordinis axi in 
centro occurrant; neque impoffibilitas haec major minorve efle dici poteft pro 
vario ordine hyperbolarum. 

Quaecunque dixi de fymboli JL-(s=:^) iAferiemconverfioiy, a fortiori de- 

bent ad feries ex fymboli — !_.(= JL^ in feries converfione ortas applicari, 

(i-i)n 0"^^ 

qua varios infinitorum ordines declarare fuit tentatum. 

Omitto alia argumenta ex contemplatione ferierum & fpatioruni curvilineo- 
rum dedufta: quae plerumque contradiftoria nituntur luppofitione, dari aliquam 
quantitatem infinitam; & de quibus, occafione data, ftriftim dicere fufficict. 

T n Capvt 
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Caput Decimum» 
De quadratura curvarum. 

§• lOO. 

|^urv& quaevis referatur ad aliquem axem per re£bs huic axi ordinatim ap« 
plicataSy & eidem v. gr. perpendiculares. (a) Superficies curvde denotet aream 
trianguii mixtilinei, quod arcu curvae & abfcifla atque ordinatim applicata axis 
terminatur; vel aream quadrilateri mixtilinei, arcu curvae» abfcifla axis, & 
duabus ejusdem ordinatis comprehenfi. Sit reftangulum, cujus unum latus 
detur magnitudine, & cujus )atus alterum crefcat uti abfciiTa axis. Dico: 
rationem differentialem fuperficierum curvae & reftanguli aequalem effe rationi 
reftae axi ordinatim applicatae, quae efl bafis fuperficiei curvae, ad reflam ma* 
gnitudine datam. 
Fig.a^. Efto SMM* curva aliqua, ad axcm SPP' relata per reftas MP, M'p' 

huic ordinatim & perpendiculariter applicatas. AA punftum «$ conftituafar refta 
indefinita axi perpendicularis. Fiant reftangula SAHP, SAR'p\ quorum latus 
commune SA sequale fit reftae magnitudine datae, 6c altera latera fint abfciffae 
axis SPf SP\ Dico» rationem differentialem fuperficiei curvae & reftanguli 
^qualem effe rationi MP : SA. 

Etenim dum abfciffa 5P crefcit quantitate PP\ mutationes fimultaneae 
fuperficierum curvae & reftanguli funt fpatia MPP*M* & RPP'r\ Complean- 
tur reftangula PP'Mm\ PPmM, quorum prius eft curvae circumfcriptum, po- 
fterius infcriptum (ad normam §. i. Ex. 3.). 

Ratio mutationum fimultanearum fuperficiei curvae SMP & reftanguli SR 
minor eft ratiope reftangulorum PM^, PR\ feu ratione PAf ' : SA; major autem 
ratione reftangulorum Ai, fR\ feu ratione PMiSA- Quoniam autem ratio 
aequalitatis limes eft rationis reftarum m'p\ MP^ feu reftanguiorum PJtf*, M99; 
ratio reftangulorum PM\ PH* minor fieri poteft quacunque ratione propoiita, 

quae 

(a) Si eoordinattnini aDgulas non fit reftns; qnaecmiqQe de reftBngnlis dicentnr, tmns- 

ferenda fant ad paralleiogramma aeqai-angola^ qnoram angali iont asgolo coordina- 
tarom aeqaaleg. 
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qu3e ma}or fit ratione PM :SA; & a fortiori xatio fpatii PMM^p' ad reaaogu^ ' 
lum PR* minor fieri poteft quacunque ratione propolita, quse major eft ratione 
PM : SA^ Proinde ratio PM : SA limes eft rationis mutationum fimultanearum • 
fpatiorum SMP & SARP , feu eft ratio differentialis horum fpatiorum. ^ 

Sit ideo SP=^ x, MP = y, SA^^a^ & fuperficies curvae dicatur S; erit 
lim =» ^, feu lim. — =«, & i- = y- 

Data igitur (ex aequatione curvae) relatione ^ .& y, determinatio propofita 
fuperficiei curvae^ad cjilculum integralem redufta eft. 

Exempimm. Sit o^iy = jc»; ^^^^-t- ^^ ^ "~r"' ^ 

fw-J-i a'**""^ fiH-l 

1. Caji$s. Sit f» numerus pofitivus, & initium curv» fit in vertice axis. 

Curva propofita eft parabolica. Et quoniam fuperficies (per hyp.) evanefcit 

fafto x=b, eft C = o; unde 5= — —xy* Area igitur femi-fegmenti para- 

w+i 

bolici, cujus aequatio eft y= -^^^f eft ad reftangulum circumicriptum, uti i 

2. Ca/us. Sit m numerus negativus , feu fit yjf» = flw+i , quae eft aequatio 

hyperbolarum ad afymptotos relatarum. Quoniam ._ = y = am+ijp-m • fy^ 

» 

^= C i-a«n+i jrm+i = C ^xy. Ut cafus hujus examen fiat fiiciliu», 

ffi- i fff • I 

fit AB= b ordinata, cui refpondet abfciffa 5J3 = a, a cujus extremo B fuma- 
tur initium abfciffarumj erit ideo y(«+x)«= fca«", ^ « amA(a +x)-ni, 

^= C'--! am^C«+*)-»+i = C -- /rtn,, = C- -I-^a+*). Jam Flg.f5." 

»1-1 fn- 1 (a+jf)m-i fif-i ' 

vero fuperficies propofita ^BPJIf evanefcit, fafto jBP = Jf=»o, &y = ^B = 4; 
proinde C==+ ^i6, & 5^= ^ (a*-y(fl+Jf)). 

1°. Sit f» >i, v(fl+x) = — ^ — «= '^bC^y^^. Quoniam autem 

. (a+jc>n-i Va+AT/ 

»+jr feu *SP major fieri poteft quacunque quantitate propofitaj contra ~ 

a+x 

1 3 ' 6l 



iSo 

& C"X"/ niinor fieri poteft quacunque quantitate propofita: prolnde ab li- 

tnes eft quantitatis crefcentis ab-tf(a+x); adeoque fpatium —ABSli limes 

#w-i 
cft fpatii afymptotici crefcentis ABVM, quod aequare, nedum fuperare nequit, 

utcunque magna fumatur abfciffa J3p. 

In eodem cafu fiat x negativa; unde y^a-xy^ = fltn^, & tf = a«^b(a^xy^. 
Erit 5 = ~L,c^b Cfa- xy^i — C) 

^ .(f^b{(a'xyai+i^ a-nt+i) 

#I»-I ^ -^ 

Quoniam autem nullus eft limes parvitatis quantitatis a^x, inde ab a adzero 
usque decrefcentis: contra nullus eft limes magnitudinis quantitatum crefcen- 

tium -^, — ; & proinde nullus eft Jimes magnitudinis fpatii afympto- 

tici ad alteras partes ordinatae\4B. 

Hoc cafu pofito jp = fl, fit 5 = - — ab ; quod fymbolum indicat, tam 

contradiftionem fuppofitionis, fieri pofle x==a^ feu hyperbolam afymptoto occur- 
rere, quam impoflibilitatem fpatii afymptotici limitem determinandi. 

2-. SitfiKli: erity(a+;.)=^ ^"f ==a&x(g±^'"°, & 
S = — Lai^(ti:^)^^— i) = JL(y(fl+jf) — ai). Quoniam autem nullus 

eft limes magnitudinis ipfius a+Xj nullus etiam eft limes magnitudinis quan- 

titatum ?^i^, (^.^y ; &proinde, crefcente abfciflaJBP, fpatium afympto- 
a a ^ 

ticum crefcit, & majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

Sit autem x negativa. Quoniam y(a — x)^ = a^b, erit ut prius 
S «= (pb -y (a - jc) ) = -^ ibCi — (— ^ ^ : & quoniam, crefcente x a zero 

inde 
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inde usque ad a, nuUus eft limes parvitatis quantitatum — *^, (^ilfL)''""; fpa- 
tium afymptoticum ex altera parte ordinatae AB obtinet limitem magnitudinis. 



nempe —ab, feu ABXSB. 

I - fll I ••* 






Hoc cafu eft etiam S = -J—abQ^-) "» — 1\ Fafto y = o, fit 

S^ JLflfrr(-.)™ ~ i^ 5 q^od indicat tam contradiftionem fuppofitionis , 

fieri poffe y =o,"'quam impoflibilitatem fpatii afymptotici limitem determi- 

nandi. • 

q^. Sit I» = I. Hoc cafu ,- = V = -^ > Quag eft aequatio differentialis 
^ dx fl+jf ^ 

logarithmica. Proinde 5 = abQC+\og.a + x). Et quoniam 5 eyanefcit, fafto 
jc =: o; fit C = — log.o, & 5= flfelog.^^i^. Proinde fpatia hyerbolica^PM 

a 

crefcunt ut logarithmi rationum SP : SB abfciffarum. 

Geometricam proprietatis hujus hyperbolae conicae demonftrationem ad cal* 
cem hujus capitis differre fatius mihi eflfe videtur, ne principalium propofitio* 
num feries nimium abrumpatur.. 

Quando fn% i ; alterutrum fpatiorum afymptoticorum , ordinata aliqua AB 
feparatorum, limitem habet magnitudinis. Cafu autem, quo «i = i , utrumque * 
horum fpatiorum majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

§. loi. Quoniam curvae parabolicae & hyperbolicae magni fimt in theoria 
curvarum momenti ; haud |abs re erit earum quadraturam paulo aliter invefti- 
gare, & ad priraa limitum rationum principia reducere. 

I®. Curva quadranda fit parabola SMM\ cujus aequatio a^iy ==zx^. Ad Fig,94. 
verticem S ducatur tangens SA; ducatur etiam ad 3f tangens curvae, quae axi 
SP occurrat in r. Ducatur ordinata M*p'; per M&c M* ducantur ipfi SA per- 
pendicularesilf^, M'9', quae ipfis m'p\ MP (produftis, finecefle fuerit) ia 
fit & fn' occurrant. 



Reft. 



iSi 



Re^.MPPm : rea.ifQQ'«' = 


MPxMm 


: Mq.^M'm. 


Sed lim. ifM JU'm «. 


pr 


; HP (§.40.) 


et MP : ivq s 


MP 


JHQ 


Ergo ]lm.(MPxMm : MQ^xM'm) = 


PT : 


«Q (§14.) 


= 


/T 


5P 


s 


I 


m (§. 42.) 


lim.f.reft. flfP/^u» : Um.f.reft. WQQ'i»»'« 


I 


«• (§• 15.) 



Proinde 

Sed fpatium parabolicum exterius tSMM'9' limes eft fummae reftangulo- 
rum huic infcriptorum MQ(^'m\ & fpatium parabolicum internum <SMAf'P* 
limes eft reftangalorum liuic pariter infcriptorum MPP^m; proinde (§• 4O 





SMMP 


: SMMQ = 1 


feu 


SMP 


SMQ = I 


hinc 


SPMQ 


SMP = i»i+l 




SPMQ 


SMQ = #M+l 



a". Curva quadranda fit hyperbola, cujus afymptotae 3P, SQ, 6c cujus 

aequatio eft y(«+A)«»«» a'"*. Per jif ducatur tangens, quae afymptotis in T & 

Fig.25* t' occurrat. Sint MP, MQ, m'p', M'q' reftje afymptotis ordinatim appli- 

catae. Reftae MP, M'q' fibi mutuo occurrant in •»', & reftae MQ, M'p' fibi 

mutuo occurrant in mi. 



Reet.MPP'm : reft.«QQ'ir' = MPxM'm' 
Sed lim.«'»i' : Mm' » PT 

\im.MP : «Q = MP : MQ, 

ergo lim.-M^x«'»i»':' mQ^xMm' = J^T : MQ. 

M, PT : SP 
^ Bs X i m 

Ergo lim.Cf.reft.PJIfwi': f.reft.H»QQ'Vlf') = i : m 

Sed fpatium hyperbolicum ABP'M' limes eft fummae reftangulorum PMmP 
(§.!.), & fpatium hyperbolicum JDQ(M' limes eft fummae reftangnlorum 
•»QQ'jJf'. Ergo (§. 4.) ABPm' : ADQ^M' = i : «• 
atque etiam jIBPM : JDQM = i : ml 

1«. Sit 



JlfQxJttf»'. 
MP (§.40.) 



(§. 1+) 

(§. 42.) 
(§. 15) 
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!•. Sitf»»<i; erft^5iW>.4DQiH; ^ABPM^ADqM^MRBP^ARqj} 
crr MqSP^ABSD. 

Quoniam ABPM : ADCIM <=> t i m 
ABPM : MqSP^^ABSD = i. : 1-« 
& ADCiM : MqSP^ABSD = m : i— •». 
3<>. Sitm>i; erit^^Pir^^fDQiKr, &ADqM^ABPM^iASqD^aRSP 
t^ABSD^MqSR 
Quoniam ABPM : ADq.M = i : '«» 
^^PJir : ABSD^MqSP = i : •»— i 
& AOqM : ABSD—MqSP = m : m— i. 
3^*. Sit i»= I. Nil aliud inde concludi poteft , nifi quod ABPM^ADqM. 

§. 102. Quadratura parabolarum & hyperbolarum viam ftemit ad qua- 
draturam plurimarum curvarum , quarum fuperficies ab illarum fuperficiebus 
pendent. 
Sit exempli gratia bby » xx(a'x) 



erit 



dS 



axX'X' 

bb 



bb 



— Tb 



Sit 5=0, quando x = o, & fumatur fuperficies refpondens abfcil&e xsa; 
erit 5 = ,V^. 

Sit in genere 

^ro+tt-I I j^ 13' 14 ^ 

unde 



I W+2 I 



fi fr-2 



.(|ti^;cm+3.I.^"-::i. 



im+n-lViw+i I „,^2 ' I 2 #11+3 4 

Quae feries abrumpitur, fi fuerit n numerus integer & pofitivu^. 
Curva propofita fit circulus, cujus aequatio eft yy = rr— jrjf; 
__ iB y^iTrr^xx, Formula integranda in feriem conyertatiir; erit 

U 



_._«-^^«4^.) 
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Sit jr s» r , & proinde iS" quadrans circuli ; erit 
S ^ rr(i— 14— |.f — xV'7— xliri— tH6-tt~- • • -> 

Si curva propofita effet ellipfis, cujus ae(][uatio eft ^ = — (aa-jr*); for- 
mula eadem eft faciendo rr^^ab. 

Curva propofita fit hyperbok conica ad axem transverfiim relata, cujus 
jequatio eft yy = —{xx-ad^, 

S^t S as Q, quando ' «> <>; 
b , X t ■,tw(.xx-aay , , - oafjf*-**). r , «i(**wi*) . ^ 

5»>((|jrxww)-|afllog.^-H-i ^a +T%-|- ''^^ •hrfr-i' ^6 ' - *"••)• 

Obfirvatio i. Hjrperbolae conica? ad afymptoton relatae quadraturam ad 
iogarithmos reduci fuperius vidimus (§. loo. ) : ideo etiam quadratura curvae 
hujus ad logarithmos reduci poterit, ad quemcunque axem curva refenitur. 

Reip& ex ratione difTerentiali — = —y^xx-aa 

confequitur etiam S = |«6log.ll — fflf? + |-jf?^*jf-« 

«= lab\og — -— f +-xV^xX'att. 

* x+V^xx-aa a 

Si vero hyperbola ad axem fecundom refertur, ubsequatio fit 

yy = ^(*;(+*fr), & |? = y = *r(*aHrW)i pariter eft 
w ax ^ 

S = laJlog. — -L— - + itj^xx+6B. 
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Obfervatio t. Ad duas formulas — = '/"aa.xx; -- = y*xx±aa, redu- 
cuntur quam plurimae aliae formute, quae proinde in terminis finitis integrabi- 
les cenfentur; cum in promtu fint quadratura ^appropinquata) circuli, & to- 
tulae logarithmicae. - 

Sic exiftente w numero integro formube ^ aut adduas 

_ = *»)^(x*±iia) 
d* 



X 

aa 



fortnulas praecedentes reducuntur; aut ad formulas ^7=—^. & jF]^ 
fluae funt immediate integrabiles. 

Sit aequatio curvae logarithmicae y- ^ *' ; ent dy " y * 

ergo ^=-<, & fcC^iy. 
cu 

Sit S^o, quandoy^*; erit C=fr/, &5 = /(i— y). Quoniam y minor 
fieri poteft quacunque quantitate propofita, limes fpati| afymptotici curv3e loga- 
rithmicae eft bt. Quae formulae immediate poflunt ex primis limitum principiis 
demonftrari. 

Sit 3equatio generalis jcycloidum y = ?^(arAr-xaf) + JS?arc,fin.v,A Fafto 

r=x«c.rm.y.i.. Ht arc.fin.v.f = ^-y,p^-jjj; 

Wnc S = irrarc.fm.v.— — i(i--»)>^(3"t-»J') 

+ i?*arc.fm.v. — + S Vitrx-xx) 

r 

— *r arc. fin. V. -ii 
r 

Sit x= ar; ent S = ^ ^ -V . 

U a Sa- 
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Scilicet area cycloidis eft ad aream circuli genitoris» \xt aR + r : r} 6c 
nominatim cycloidis vulgaris area eft tripla area circuli genitoris. 

AS 

$• 103. Quoniam — s y; erit (§. 35.) juxta feriem BernouUianam 



— .-ff ^+ ^^ ^<^y_ x^ d^y x^ d^y x^ d^y 

^ i^ndjf 1.2.33*^ i.2..4djc3 i.2...sdx^ i.a...6dv5 



+ . . 



Cum autem quadratura curvarum una fit ex praecipuis calculi integralis ap« 
plicationibus, haud alienum ab re erit formulam hanc accuratius explicare, in« 
timumque ejus cum methodo exhauftionis nexiun oftendere. 

Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata, cujus curvae fegmentum 
coordinatis x & y terminatum denotet & AbfcifTa axis in numerum quemcun* 
que n partium Ax mutuo aequalium divifa , infcribantur & circumfcribantur cur* 
vae refhmgula ad normam §• i. Ex. 3. 

Reftee axi ordinatim applicatae, quae abfciflis x^ x*^^ x^zcjc^ •^-3^» 
;r-4Ajr. • . . x*(m*i)Lx refpondent, funt refpeftive (§. 31.}. 

y 

_ Ajcdy . ^ddi/_ ^1!^+ -^4.^y— ^^^ ^^y I- 
^ TdAT 1.2 djf* 1.2.3 dJf3 i.2..4(ijp* i.a..5djc5^* ' • • 

y-^Tdi^^^rid^^ nidx3 + ^ i.2..4d;^^ S.2..sd:^^---- 

y^^TdT"'"^ Tld:^ ^TX^a]^^^^ i.2..4d;^^ ^ i.2..5d^* + ---- 
^^KZi^ ^ Tldx» "^ 7X3dJc3+ * i.2..4d*^ * i.2..5djc5+ 

^^ icU^ ^i.^aS* 1.2.3 dJf 3 i.2..4dx^ i.2..sdjr« 

Reftangula curv» circumfcripta funt refpeftive produfta harum expreffio- 
num per altitudinem communem Ax; tandemque fumma reftangulonim cir- 
cumfcriptorum eft fumma omnium horum preduftorum, nempe 
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I djc I djc^ 

+-'--- - - - + 

-.ff!^(i«,+5«) 

+ ^i!|(|n5+Bn4 + C«3 + Z)»«+fii) 
Ax' d'i/ 

— r-rH(«"'+-^"'+cv»^+o»^+^'+'^) 

+ 

i.adx*^* 
— -l-^(^x*+J?jf3^x+Cx»iU« + DxAjt3) 

' + -^i^(|Jt'+2?**A;c+C*'^»+Dje»Ajf3 + &rAj»-») 

^ ^(J*'+-B*5^+Cjf*^» + Djc3ii;fa+£irxAJC*+FA:AJt*) 

U 3 ' Pro- 



\ 

I 



X58 

• ' • 

Proinde limitJs fummse reaanguloram circumfcriptorum, hoc eft, are» 

fegmenti curv% expreifio limes eft fumm% omnium horam terminorum; nempe 

_ AT* dy x\_ddif jc^ d^y x^ d^y _ x^ d^ij , 

^^ TTidx^^ui.sdx* rZidx^^TTTsdx^ T^dx^ 

Eademque methodo proceditur per re^langula curvae infcripta, . 

SchoJium. Methodus, qua parallelogrammorum curvae aHcul drcumfcripto- 

rum fumma dcterminata fuit, exempli loco efle poteft methodi, qua ferierum 

plurimarum fumma, juvante theoremate Tayloriano, ad poteftatum numero- 

rum naturalium fummas poteft reducL 

§.104« Si curva referatur ad aliquem focum, ut coordlnatse fint radii 
veftores, & anguli, quos hi radii cum aliquo radio veftore pofitione dato com« 
prehendunt: quadratura curvse fic determinatae itsdem nititur principiis. 
F1K.9& Sit SMM' curva ad focum F relata per radios veftores FM, FM\ & an- 

gulos SFM, SFM\ quos radii veftores FM, FM' cum radio F^ pofitione dato 
comprehendunt 

Centro jP, radiis FM^ FM\ defcribantur arcus JHi», ]ltm\ ut curvae inferi- 
bantur atque circumfcribantur feftores circulares MFht, M*Fin\, Seftor curv» 
JUFM' major eft feftore chrculari mrcripto MFm; minor autem circumfcripto 
M*Fin\ Cum autem ratio aequalitatis limes fit. rationis radiorum FM, FM'; 
ratio aequalitatis limes etiam eft rationis feftorum circularium M'pm\ MFm; 
& a fortiori limes rationis feftoris curvae MFM^, & feftorls circuiaris MFm. 
Radius magnitudine datus FS {\t r, & centro Fradio ^5 defcribatur arcus cir- 
cularis, qui radiis FM & FM* in punftis X & X' occurrat. Sit etiam t cir- 
cumferentia cu^culi, cujus radius eft unitas; fit angulus SFMzsx; angiilus 
^ MFM'= Ajc, & feftorem curvae SFM denotet S; unde JUFM" =: A& 
linLMFM' : MFm =1:1 
MFm : XFX" = MF^ : FS^ 
= yy : rr 
ergo ^m.MFM' : XFX* = yy : rr , 



feu ]im. MFM' : irr~ =5 yy 



lim. 
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-i-yy, quae eft aequatio diflerentians foper- 



ficiemm curvarum ad focum per radios veftores relatarum. 

Exmpltt. Sit y = ri , qu3B eff aequatio Q)iralfa Archimedeae. 
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9!f = ^:;;zr — yy-r^-x; 
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^^^ ^^""'^^' ijc: 



!ii± = rfXf%. 5 = C + irr" . Sit 5 =s 



^JT 






quando *=a;. eritiSbs^ rr_ = ^yyx — =i i— • NempefupcrficiesfpiraBsAr- 

9r* ^ r 

chimedea& crefcit in ratione tripllcata angulorum SFM, feu in ratione compo^ 

fita ex duplicata ratione radii veftoris FM & ratione fimpiici anguli SFM^, feu 

tandem itt ratione triplicata radii veftoris FM. 
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Superficies igitur omnium fpiralium, quarum aequatio eft i/ = r^iy^^ funt ih 
ratione compofita ex ratione angulorum SFM fimpfici, & ratione radiorum ve-» 
ftorutt FM duplicata. 

Sky = r^», quaeefl: gBquatiofpirali&logariChmicaB; erit =|yy=^rr^«x; 
5=2 |rrf^ = l^. Proinde fiiperficies fpiralis logarlthmic» crefcit io xatione 
duplicata radiorum ve^rum,. feu etiara in progreflione geometrica. 

. Sit y = rfec.^|jf, quae eft aequatio parabol» ad fbcum relatas, ih qua r 
aequalis quadrantd parametri. Erit j— = ^jsj^ =|rrfec.^|jc; unde 
5 = rrtang.|Jf(i+itang.^|jf) = rr(tang.|jf+|tang.3Xar). 

" §• los- 






* ^i 



§. 105. Cum quadratura curvarum ad focum relatarum reducatur ad in- 
tegratioQem aequationis difTerentialis >. = yy: quadratura haec etiam poteft 
obtineri per feriem BernouUianam, prouti in §. 36. extenla fuit 
Erit fciiicet 2S =3 xyy 

i.a d* 

+ 2 






+ 

Si opus foret, eandem formulam ad methodum exhauftionis immediate 
reducere, &. ex primis limitum notionibus inferre liceret, uti in §. 103. 

§. 106. Quemadmodum data curvae aequatio ad fuperficiei ipfius dcter- 
minationem conducit; ita viciflim cogaitio hujus fuperficiei poteft telationem 
coordinatarum curvae fuppeditare. Quod paucis exemplis illuftrare fufficiat. 

atqui^ = y;ergoy=-y+-*^ 

. dv 
et n^ysy +*g. 

1». Sit « =3 1: fit o = «^: unde ^ a o, & y =sC Qtti cafus eft re- 
' d* dx 

ftanguli, cujus altitudo magnitudine datur. 

i-, Sit m>i; fity(«-i)=*^; feu ^.1= ^^.i 

unde C+log.«=-i;log.y. 

ffl-I 

log.ajP =i-i-log.y. yssfl*-**'*'*. 

Si 



»6» 

Si m=!t2i fit ^ = iu, quae efHequatio ad lineam reAam: in reliquis ca^- 
fibus curva eft parabolica, ad axem aut ad tan^ntem 6k vertice duftam 
relata., 

3*. Sit w < I ; ftt y(i - w)+ A = o; unde (i -w^log.y + log.jp = log.C; 
yi-njAT = C, quae eft aequatio hyperbolarum ad afymptoton relatarum. 

SitS =,(."■!,). §^-'^. Sedg^,: «rgo, = ^,&. & 

i2=— -X^; hinc x=aC— /log:y. Sitxrsa, quandoy=&; xs3^1og.6-*#log.y, 

X b 
feu — == log , quae eft aecjuatio curvae logarithmicae, 

. Curva referatur ad aliqucm focum; & fit 5 =2 yy x _. Erit 
^_^ =: yy xi + ^y%^y' ^^^^^ j;^=yy(§-io4): ergoay(i-i) = ^y-^x^; 

feuy(r.i) = 2Jr^, & -4f x- = -x^; hinc C+ilog.Jc = J^log.y; feu 

I -^ 

flog.ax =3 — ^log.y, ax=iyt-i, quae eft aequatio ad fpirales vulgares. 

C 4- w5 jc = log.y, quae eft squatio ad fpiralem logarithmicam. 

A p p e n d i X. 
Dc quadratura byperbaU conica. 

Ne feries propofitionumprincipalium, hoccapitecontentanim, abmmpere^ 
tur; fatius efle ratus fum particularem hyperbolae conicae quadraturam geome^ 
trice confideratam feorfim exponere, *ut fequitur. (Vid. §. 99.) 

§. 107. Lmmcu Si curva quaecunque diametro fit praedita (hoc eft, fl 
datur refta , quae omnes reftas fibi mutuo parallelas & curva utrinque termina- 
tas bifariam fecat): dico, hanc diametrum Ipatium quoque curvilineum in 
duas partes aequales dividere» 

X Etenim 
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Etenim curvae iofcribantur 61 drcumfcribantar parallelogramma (ad nor- 
mam §. i. Ex. 3.). ParaUelogramma liaec bina fumpta fA utt-amque diameti) 
partem fuot mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelc^mmorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequaies: unde & linutes liarum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 
ng.a7. Tkeortma. Super affmptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C re^ae 

CJ, CA\ CBt CB' In proportione geometrica. Per punfta J, A\ B, B' agan- 
tur reftae alteri afymptoto parallelae, quae hyperbolae in punftis D, D\ B, Ef 
occurrant. Ex centro C agantur reftae CD, CD\ CE, CE'; dico, feftores 
DCD\ ECE\ 6c trapeaia ADD'ji\ BBE^B\ effe iqvicem aequalia. 

Jungantur reftae ED\ E'D, quae afymptotis in G, H, G\ H* refpeftive 
occurrant. Notum eft, fore GE= D'H, G'E'=: Dlf. 
Propter paraUelas EB, CH eft QS:GE= J^C: D'H 

atqui GE=i D'H 

ergo GB = jfC; & pariter B'G'=iAC. 

Atqui(hyp.) CA:CJ=CB:CB'=:E'b':EB (quoniam CBxBEz=CB'xB'E'); 
ergo G'B':GB =E'B':EB; ptoinde triangula G'B'E\ GBE 

funt invicem funilia, & reftae G'E\ GE funt invicem parallelae. Ducatur CF, 
quae reftam GH bifariam in F fecet Quonlam GF: G'F*=CF: CF*= FH: F'H'; 
■ erit etiam G'F'^F*H\ Atqiii GE^D'H, & G'^=DTf; ergo EF=FD', & 
E'F^F*D. Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, & Ipfltia SEF, SE!F* 
refpeftive aequalia funt fpatiLs SD'F, SDF*. Sed triangula CEF, CE'F* refpe- 
ftlve aequalia funt triangulis CD'F, CDF'; ergo & fpatia CES. CE'S rcfpeftive 
«qualia funt fpatiis CD'S, CDS; proinde & feftores ECE', DCD' funt invicem 
' a^quales. 

Re6be^D, CD' fibi invicem occurrant in /. Quoniam CA>i.AD^CA'ysAD' 
femper eft triangulum CAD sequale triangub CAj)'\ hinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAJ^ & adjefto utrinque fpatio communi DID\ fit fector DCD^ 
Sequalis trapezio mixtilineo ADD'A'\ eodemque modo fector £Ce' »qualis eft 
tmpezio BKE B • 

CoraU 
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Corolkrium primum. Sjjper afymptotD Fig»tt. 

C^ fumantur abfciffae quotcunque CA^ CA\ CA\ CA\ cA\..CA^ 

in progreffione geometrica, & ducantur • * 

ordmatae AB,aIb\a'b\£b\al:b'\..A^S^ , 

Omnia. trapezia AB\ a!b\ a"B\ A'ti\ A"B \ . . A^'iB« 

funt invicem aequalia; & proinde fpatia hyperbolics^ AB^ crefcunt ut logarithmi 

abfciffarum C^, C-rf. 

Corollarium fecundunu Datis in afymptoto duobus punftis quibuscunque A, 
A^\ nulluseft limes numeri abfciffarum in progreffione geometrica, cujus expo- 
neas CJ^ : CA, crefcentium , quae in afymptoto produfta CA fumi poffunt 
Quare nullus etiam eft*llmes numeri fpatiorum tarapezio ^if^ aequalium , qu« 
in fpatio afymptotico fumi poffunt; ideoque nullus eft limes magnitudinis hujus 
fpatii. • 

Corottarium^ tertiMm. Detui" ratio CA^ : CA. Ratio haec dividatur in quot- 
cunque « rationes CA' : CA fibi invicem aequgles; proindeque trapezium hyper- 
bolicum AH^ dividatur in eundem numerum partium aequalium AB\ AbC^ 
AJBT. . . . A»-iB^. . Ducantur £b' \ B'b afymptoto CA paraUel» , qu3e ipfis AB\ 
Aff in fc' & * occurrant. Quoniam 
CjI : CA =.CA: CA 

CA.CA:CA-CA^CA : CA 
feu AA : AA ^AB': AB, & AAy.AB = AjfxA^B'; & fic dein- * 
ceps : unde omnia parallelogramma fpatio AB^ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA^: CA datlir: eodem manente numero n^ pariter datur ratio 
CA' : CA; adeoque & ratio AA : CA^ feu ratio parallelogrammi ABbA ad 
potentiam hyperbolae CA x ABfin.A Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammorum^fpatio -^5» circumfcriptorum ad potentiam hy- * • 

perbote; & proindelimes fummae horum parallelogranMnorum feu fpatium AB^ ^ 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque liy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciffis, quarum ratio datur, 
refpondentia, funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum; feu potentia hy- 
perbolae eft modulus fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 

X a Appli' 



164 

jipplifttio I. Hinc confequitur menfura fpatii hjrperboiici inter duas reftas 
afymptoto erdinatim applicatas, quarum ratio datur, comprelienfi. Scilicet 
fimiatur logarittimos naturalis rationis Iiarum ordinatarum, 6c per hunc loga- 
rithmum multiplicetur potentia hyperbolae. 

liK*afk jtfpUfotioi. Hinc etiam fluit menfiira fpatii cujuslibet hyperbolici. Sit 

V. gr. CSss a femi-axis transverfus hyperbolae, & guaeratur fpatium ESF. Sit 
Sb^b femi-axis fecundus; & fit Sb' afymptoto CB ordinatim appiicata * feu ipfi 
EB parallela; atque potentia hyperbolae, nempeC&'x*'Sfin.C, feu ^, dicatur P. 

ESF=L ECF— JJC5= ECF'-'EBb'S = ECF-^Plog. -|^ = ECF + Plog. ^ 
= £CF+Pk,g.^ = ErF+ /'log.-^--^ = ECF+ ^<§- ^) 
= |^i)log.(i -Q= i^+Mog.*-^ = ii*r(x,w«)+ia*log.i:r^ 

Cjiput Undecimum. 

I 

De rectificatione curvarum, 

§. 108. 
J? atio aequalitatis limes cft rationis arcus cujusvis cunrae ad chordam fuam 
(§• 47-)- Hoc principio nititur reftificatio curvarijta. 

Etenim fint x & y abfcifla axis & refta axi huic ordinatim applicata fub 
angulo refto. Sit S arcuscurva: eft Ym.&S : r(Ajf» + Ay«) = i ; i 

11,.». .: feu lim.^:ni+^)-^:x 



&proinde % = n^^(?£f) 



Eadem 



Eadem aequatio differentialis poteft etiam ex §. 49. obtineri. Quoniam eft 
g = im.PMT, eft g= corec.PJBT: fed cotPMT ^ g (§.,49.); proinde 

Quodfi autem angulus coordinatarum non eft reftus, ponatur hic anguliis 
«^; eritque eodem modo ^ = r(i— s^^cof:<p+(^)"\ 

Dat» igitur aequatione curvae reftificatio ejus ad calculum integralem ks- 
dttcitufi * .. j 

pxemplum i. Sit pyy = x^, feu p^y =1 x^; erit ^ = -ir4£±95; und« 

X ' ax * p * 

S = C+^^^+^ Sit ^=0, quando x = 0; S^JyQ^+9ff^^p\ 

Proinde parabolae, aequatione «ry = x^ determinatae, reftificatio abfdute Ha- 
betur. 

Exemplvm 2. Sit yjf = aa-xx, feu y =s ^(aa-xx), : hinc ~ » * * 
quae eft aequatio differentialis arcus circuli. Fit itaque K ' *J . 



••j— !"• • • 



^ = 1 + i.'^+ 1^.'^ .f^+l.LM .'_1,1_ r...7 *» 
. d* - * «a a-» i.a «4 ^a' 1.2.3 «<* a^T^ ' ^r 

* ^ ofl^a» 1.2 ^ «4 "^33 1.2.3^ «~+p*"r::^'^'«T+- 

sit^,;,=x+x... ^-.L3.^ ^^.x^... ^^..^x^. ^;^ 

£if*«p&H»3. Sitj^-4P*,-y = 2rp*, ^ = r£; ^=n+f, quae 
e(l aequatio differentialis arciis parabobe. Unde erit 
S = Xr(4fy+yy) + 2f>log. ^^ . 

2p . y^im+yyyy 

Exen,ptum 4. Sit yy = ^(«»-*x) , ^ « 1 . ^,^-_!j1, ^fito //«a*-*«, 

aa ax a 'Tfaa-xx^ ^ ' 

quse eft aequatio differentialis arcus ellipfeos. Hanc formulam terminis numero 
•finitis integrare, aut faltem' ad arcus circulares aut ad logarithmos terminis 
finitis^reduceVe, fruftra huc usque fuit tentatum, 

- * • ^3 Nume- 
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Numetator V^fl. — *jf)-fl>^f^-- ^ in feriem convertatur: fit 

\ee ' ^e ^ a aa a* 1.2 ^fl"^ ^a^ 2^ I.2.3 ^a^ ^a^- 

dx yao-jciV ^ aa aa 2* 1.2 ^fl'' ^a^ 2^ 1.2.3 ^»^ ^^^ 
Integratio uniuscujusque termini hujus feriei reducitur ad arcus circulares; 
& nominatim, fafto xs=a, quadrans perimetri ellipfeos reducitur ad quadran* 
tem circitmferentiae circuli ferie regulari» quae fequitur. 

5«fl»ri.i I '^ ^ » 3il ^. ^ '-3 5-3.1 ^^ I 1.3.5 7-1 ^* 
^ * flfl a* 1.2 4.2 fl^ 2^ 1.2.3 6.4.2 fl* 2* 1...4 8...2 fl» 

Quae feries promte convergit, fi exigua fuerit ellipfeos excentricitas e. 

^uatio difTerentialis reftificationis eliipfeos poteft etiam paulo fimplicius 
Fig.29. obtineri, ut fequitur. Sint CA^ CB dimidii axes ellipfeos. Centro C radio 
VA (v. gr.) defcribatur quadrans circumferenti» AND^ cui CB occurrat in D. . 
Tum angulo ACN difto «, erit CP« flfin.*, NF^acolz, JUP^bcoCz, 

^^acoLz.^^-^tRTLz; hinc 
dz dz 

^ « r(flflcof.*a+Wfm.»«) = flr(i-^fm.»:5) = frr^i+^cof.»*) 

QZ ^ flfl ^O 

^ 'aa 2» *o* a* 1.1.3 * 2 '."4 " 

Fafto a =* 90 oritur eadem feries, quam prius obtinuimus. 

Vxx- — 
Exemplum 5. Sit w = — (** - «) , fit ^ = - . fi , pofito w= frH«i, 

quae eft aequatio differentialis arcus hyperbote: numeratore in feriem converfo 
integratio ad logarithmos reducitur. 

Exemphm 6. Sit y = r'(2rx-jf*)+rarc.fin.v.-, quae eft aequatio cycloidii 

vuigans. di ~ r(iF]?:3J]0 J^ C^-Jf-**) " ^izrx-xx) '^ * * 

^as^l!!, S»=2Kr*. Fafto jr= ar, 5=»4r. 

^ • Fit 



ExmpUm 7. Sit jr s 7^(2rx'Xx) + J?arc.fin.v.i!l , qu9e eft equatio cycloi- 
Fit i^= n^^+^^^(>"-^) ^ Haec formula reducitur ad reftificationein 
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t) + J?arc.fin.v.i!l , qose eft equatio cy 
dum protraflarum aut contra^arum. 

d^ r(rr-(r-. 

ellip£;os methodo iequenti. 

fiat JA^ 2Br; erit ^f = ^ ^((^+0'-!^^) 

fiat S= ^; erit ^ =» ^ ^yx^r'^^ ' ""^® res ad reftificationem ellipfeos 
reducitur. (Ex. 4.) 

§. 109. Reftificatio curvarum ad focum aliquem relatarum eodem modo 
determinatur , aut etiam paulo aliter, ut fequitur. 

Sin.-K«T«»y|f.(§. 49.); hinc ~- =ycofec.^JHr. Atqui fig.x5. 

cot.Fm-^ i.^; & proinde cofec.Filtfr=r(i+-L.(^'); hinc 
Exemplum i. Sit y=r.^^-) , qua& eft aequatio l^iralis logarithmicae. 

etiam arcus fpiralis logarithmicse crefcunt in progreflione geometrica, dum an- 

guli crefcunt in progreflione arithmetica. 

Exemptum 2. Sit y =>r{ec.'ixy quae eft aequatio parabolae conieae. EriC 

^ = rfecH*. 5=r(feC|jftang.|*+log.(fec.|jip+tang.^jf)) -s 

dx > ^ 

r(fec.|jftang.|*+log.tang.45» + |jf). 

Exmplum 3. Sit y = T'"f » V^ ^^ aequatio focalis ellipfeos conic»; 

d* (»f«cof.*)* ^ ^ (»Hcof.jf;» v^ ' -r- y 

§• iio- 
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§. iio. Quoniam ^ = >^(i+(^)*^; reftificatio cujusvis curvse expri- 
mi etiam poteft per feriem BernouUianam, Plerumque autem exponentes difFe- 
rentiales altiorum ordinum, quibus haec feries conftaret, adeo fiunt complexi, 
ut reduftioriis hujus utilitas valde dubia fiat 

Majoris momenti eft obfervatio, quae curvae cujusvis reftificationem ad 
quadraturam alterius curvae reducere docet 
'^So» Sit nempe altera curva Mm fuper eodetn axe defcripta, cujus fuperficies 

* - fit S\ & ordinatae y'. Erit (§. loo.) ^^y\ ^^^^^ '^"^^^ ^^^ ^^ 

, fiatfempery=flni + (^)*); erit^'=«.^; & promde 5 =a5, fi 5,& 
S^ evanefcant fimul fafto x = o, 

Natura autem alterius hujus curvae per priorem facilius determinatur 
modo fequente. 

Dejinxiio. Sit curva ad aliquem axem relata per reftas ipfi perperfdicula-^ 
riter ordinatim applicatas. Ad punftum aliquod hujus curv» ducatur refta 
-ipfam tangens. Tum per idem punftum ducatur refta tangentiperpendicularis; 
quae axi (fi fieri poffit) occurrat. Pars hujus perpendicuiaris, punftum inter 
contaftus & axem intercepta, dicitur normalis; & pars axis, normalem inter 
& reftam axi ex eodem punfto ordinatim applicatam comprehenia, diciturytti- 
normnHs. . 

Sit nempe MN tangenti IflT perpendicularis , & qtiae axi occurrat in N; 
4inea AfiV dicitur nonnalis, & PN dicitnr fubnvrmalis. 

In triangulo reftangulo TJMN' eft TP: PM = PM : PN; proinde 

Plf ^-7^^ y% Hinc TN=^ yC^+ ^\ Atqui MN^^TNx FN; ergo 
yj^ dx \dy dxJ 

^-yKi+(^)0^ & Jffi\r^yni+(|^)*)- 

Quoniam autem M^P = y' = ar( i + (^)^); fit y' = fl X :^, fei 

y:MN,z=a:y\ Proinde pofterioris curvae ordinata eft quarta proportionalis ordi- 
natae & normali prioris curvae , & alicui reftae magnitudme datae. 
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Exempla. i«. Sityy=2p;c; JlfiV^=yr(i+ «EL)=r(KH^); y'=a. ^f^ , 

0a:yy-tn^yifipp=. 2px :pp=iix : p; yy'=!<wi(i+_?-). 
a". Sit fl^ = *3 % = 3^: y y' = ^0(40+9*) = |«(^ + *). Quoniafa 

(iX Tfltf 

pofterior curya, nempe parabola conica, ellrquadrabitis; prior curva eft reftift^ 
cabilis. (Vide §. io8. Ex. i.) 

§. 1 1 1 . Data expreflione arcus alicujus curvae per coordinatas , e jus deter^ 
minari potefl: ipfa curva (quantum permittit imperfe6bi calculi integralis ohi'- 
ditio). 

Exemptwn i, Quaeratur linea, cujus longitudo eft abfcifiae proportionalis* 

Quoniameft5 = ^x, g = ^; atqui g = r(i + (gy); ergo 

jA.r^JY -.•»» r^\^^ mm-nn dy _ T^imm^nn)^ .,_i^ ._ >^(^w-im) 

^^W "^ w' W "^ "IS"' di n ' y-^+* ^ ' 

quae eft aequatio ad lineam reftam. # 

Exemplum 2. Quaeritur curva» cujus arcus crefcit in ratione fubduplicata 

abfciflae. Eft ideo 5 = 2 Vax, ^ =irl = >^(i -^(^)*); hinc 

jc ^cU^ * dx X Vax-^xx Vax-xx iTax-xx^ 

y= ^arc.fin.v.p+J^(ajp-jfx), qu» eft aequatio cycloidis vulgaris. 

^a 

Caput Duodecimum. 
D^ capacitate folidorum rotuftdorum. 

§. 112. 

Xit curva quaelibet ad axem aliquem relata per reftas axi hiiic perpendicula- 
riter (v. gr. a) applicatas. Sit etiam reftangulum datam habens bafim b, & 

cujus 
aj Quaecutique dicentur de cafu» quo refte axi ordinatim applicantor ad angulos reftos, 
facillime applicantur cafuiy quo eaedem fidi dKto angulo obliquo axi bccuiTunt. 

Y 
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cujus altituda imitabii«i fit abfciilae axis aa^fis. Re6bngttlum & fpatium 
curvilineum eidem afcifTae refpondentia circa hujus axem fimul revolvantur. 
Dico : limitem rationis , quae inter mutationes iimyltaneas cylindri a reftangulo, 
& folidi a fpatio curvilineo rotatione hac iimul genitorum intercedit,.aequalem 
efie rationi dupMcatae baiis reftanguU & ordinatae huic abfciilfo refpondentis. 
rig,94. Sit SMF curva ad axem SP per redas iK/^huic perpendiculariter applica- 

tas relata. Sit SjI re^ magnitudine data eidem axi perpendiculariter appli- 
cata. Sit SP abfcifla axis, cui refpondet ordinata MP; & compleatur reffam- 
gulum SARP, cujus altitudo crefcit ut abfcifla SP. Spatium curvilineum SMP 
& reftangulum S/1RP circa axem SP fimul revolvantur. Dico, limitem ratitv 
nis mutationum fimultanearum cylindri a reftangulo SJRJ^ & foUdi a ciurva 
SMP fimul genitorum aequalem efle rationi Sj4^ : AIP^^ 

Sit pp' mutatia abfciflae axis; & proinde mutationes fimultaneae cylindrl 
& praediai folidi fint folida rotatione reaanguU SRRP & fpatu PMM'p* fimul 
genita. Curvae SMP infcribantur & circumfcribantur reftangula PMmP, Pm 'm'P. 
SoUdum a fpatia PMM'p' genitfhn mimis efl: cylindro a reftangulo Pm*M*P^ 
genito; majus autem cyUndro fimul genito a reftangulo infcripto PMmP. At- 
qui hi duo cyiindri aeque alti funt in ratione dupUcata ordinatarum M^P\ MP: 
& proinde imminuta altitudine PP ratio aequalitatis limes eft rationis horum 
cylindrorum (§• 14.); tantoque magis ratio aequaUtatis Umes eft rationis al- 
terutrius horum cyUndrorum ad foUdum rotatione fpatu MPPM' genitunL 
Quare foUdo a curva SMP genito difto S, fi^t 

Uro.AS' : cylPMmP 
Atqui eylPMmP' : cylPRR^P 
Quare Iim.A5 r cylPRR^P 
feu Um.A5 : ir.SA^.PP 



unde Um. ^S 
et Um._. 



feu 



d£ 
djc 



= 


I : 


I 




ra 


■pm* : 


S^^ 




= 


PM* : 


SJ* 


(§. X4.) 


== 


PM» : 


SA* 




=: 


TT.PPXPM^ 


-.vJ^P.SA^; 


=: 


TF.PPXPM'^ 
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7r.PM* 






ss 


T.PM^ = 


jr.w. 
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Objervatiih Eadem «xpreflio.^ifrerentialis eodefli modo pbtinetur, fi fpa- Fig«aji 
tium curvilineum jIBPJU, duabus drdinatis -45, JUP, abfdffa axis BP, & arcu 
^JEf terminatum, circa axem ^/^ revolvatun 

Exemplum u Sit y = - — ; ent t/y = = ^-f -5^= C+— i — . -. 

1®, Sit I» numerus pofitivus; •& fit 5=o, quando Ar=:o: erit Bg-a4. 

iS = . = jryy. Proinde data parabola, cujus aequatio eft 

2W+I a^"^^ a«t+i * 

y = — ^^ ; paraboloides dimidio parabolae fegmento drca axem revoluto genita 
eft ad cylindrum aeque altum fuper eadem bafi, in ratione data i : 2tfi+-i. 

Scholium. Exemplo hoc continetur cafus, quo fpatium revolutum eft trian- 
gulum, fa£to nempe m^i. 

2^. Sitwnumerusnegativus^feufityeH-jr^^rzftfl». Ergo — =:6te»«(fl+'jf)^^»; Fig.a5. 

Ax 

S = C+ JL^bba7^(j^xy^i = C+ -1 bbazm^ _ C + _i_yy(fl+xj. 

I-aw I-2W» (o+Jf)2m-i I-^f» 

Sit 5=so, quando;ip=o, y=3*; erit 5= — ^(yy(fl+ic)-afr*>s=-iL(iiW-w(«+x)). 

I-2W» ani-i 



1°. Sit 2w>i, feu iw>|/ Tum 5= _L-(fl6A.yy(fl+.x)), feu folidum 
rotatione fpatii hyperbolici ABPM genitum proportionale eft differentiae cylin- 

4 

droruin a re6tangulis ABSDt MPSQl genitorum. Quoniam autem y^-r— — , 
^ (a+jf)« 

W s — f — , & yuM-x) B ,-— ^^ ; nec ullus eft limes magnitudims ab- 

fcilfie fl+Ar: nuUus eft limes parvitatis quantitatis , , ^ , feu cyHndri 

(fl+jf)««-i 

yy(fl+x). Hinc in formula S = — — iabb^yy^a+x)) folidum S habet limitem 

magnitudinis, nem^e lim.5"= abb. 

2^- Sit %m<i. Tunc 5= -i-(yy(fl+jf).flW)« ^(Wfl2in(fl+x)i-^.fl$*) 

1-21» I-2ffl 

^ oW( — ^^) . Quoniam autem nuUus eft limes magnitudiois abfciffae 



I-2W X fl ^ 

Y 2 X feu 



i7a 

X feu «+jr, nullus edam limes eft magnitudinis quantitatis «65^?!!:? Y"^; & 
proinde, aufto ;(« nullus eft limes]magnitudinis folidi & 

3^. Sit aiM » I. Ex aequatione 5 = — i^ (Ma- ofr^) nihil deduci poteft prae« 



1— I 



aequalitatem cylindrorum ABSD, JUPSq. /Equatio differentialis ^ = -— 

djr ^ + x 
nos monet, hunc cafum ad logarithmos reduci. (§. 62.) 

SihoBuni. Cafu, quo 2m>i, & proinde S^—Cabb^ , ^^" .Y fumta 
* ex akera parte ordinatae -rfff , fit S= J!—Cabb^ ^ ^^" V 

autem nullus eft limes parvitatis difierentiae a— jr, nullus etiam limes eft ma- 
gnitudinis quantitatis [JL^^i & proinde nullus eft limcs magnitudinis fo- 

lidiSl Qaoniamautemya ^^; fiiaojr-B#, fieretyss *?!!L« *;unde 
(Cap« IX.) impoflibile eft, ut fit x » n: & in aequatione 

5 = — ,^l—abb(CJL>i^^^{\ pofito jc = fl, fit S= i-tiWrj^-iV 

asi-i V^fl-j(/ y '^ zm^i >o"^i ^' 

quo rurfiis monemur, impofllbile efle, aflignare folidum» etiamnunc fi£bim, 

1'patio etiamnum fifto abfciflae BS refpondens. 

Cum omnia ratiocinia , expreflioni 5 = — — 5 — abb(—L — ^w— 1^ ad varios 

infinitorum ordioes illuftrandos fuperftru^ » contradiftoria nitantur fuppofi* 
tione, pofle fieri x zma; confequentias inde du£te& labi neceife eft. 

Idem dicatur de altero cafu, quo 21» < i , & proinde Ss^^TTZJ^biX-^ " -tJ J 



1-4» 



unde fub contradiftoria fuppofitione ^»0=* . o, fit ^^^^Ji^^^^Kjih) * "^y* 

§• 113. Determinatio capacitatis folidprum rotundorum nonnunquam etiam 
fiicilius peragitur modQ fequenti. 

Bafi figurae genitriqis in partes quotounque aequales diviia^ avnm infcri- 

bantur 
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bantur & drcumfcribantur reftangula, quorum reliqua latera fint axi revolu- 
tionis parallela. Reftangula haec gyratione fua circa axem gignent annuloa? 
cylindricos, folido infcriptos & circumfcriptos. Solidum rotatione curvse geni* 
tum majuB eft fmnma annulorum cylindricorum reftangulis infcriptis genito* . 
rum; minus vero fumma annulorum cylindricorum reftangulis circumfcriptis 
genitorum: fed idem folidum limes eft tam prioris fummae crefcentis^ quam 
pofterioris fummae decrefcentis. 

Sit SMJB fegmentom curv», quod rotatione circa axem SB bafi jiB per- Kg.4. 
pendicularem gignit aliquod folidum ; & fegmento huic circumfcribatur reftan- 
gulum SBJD, quod fua circa eundem axem rotatione gignet cylindrum folido 
drcumfcriptum. Dividatur jtB in partes quotcunque aequales: fit BR' una 
harum partium. Ducantur RM, lt'M* ipfi AB perpendiculares, qu« curvae in 
if, M' occurrant,. & ipfi SD in P, Py ducantur Mm, Mtm ipfi AB paral- 
lebe, quae refti& U'R\ MR in m & in' refpeftive occunant. 

Annuli cylindrici, gyratione reftangulorum RM\ R'M, RPgeiM, fimt in- 
ter fe refpeftive uti ipfa reftangula RM'^ R'M^ RP; feu uti lineae M'R\ MR^ 
RR Solidum rotatione curvae SMA genitum dicatur S, & cylindrus rotatione 
reftanguli ABSD genitus dicatur C^ ac mutationes fimultaneae horum folidorum 
dicantur AS', AC; erit ^ : AC ^K': fs^ Sedprimaratiopoteft fieri ^^"^^^ 

quacunque ratione pr(^fita, quae ^°J fit ratione JiJ..* ^|. Proinde (J. i.) 

lim.A5 : AC = J?^f : Sff^ 

Atqui aC :C =: CBIl+BX')RIi'' : B^; proinde 

lim.AC:C = aBX^BB' . t 5^«; hinc 
lim.A5 : C = 2BR.RR'.RM : SB.BA* 

= XJr.BR. RR'. RM : SB-BjP.v 

ITaaoiptur BR = *» XR' = 4», RSf^^y, 

eft lim.^:a7r.w= C : SB.BA^^Tf 

=^1 : I : 

Y 3 imde 
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unde j- = 2irxff; qiwe igitur eft aequatio diflferentialis foUdi, fpatio SM^B 
circa axem SB rotato geniti. 



EJtemptum i. ' Figura SAB fit trlantrtnum reftilineum- Sit AB^sibi erit 
5^ = fctang.w/f , y = (&— x)tang./f, - = 2^jc(6— jc)tang.-rf, 

5 a= C^"?f{J}xx — |jc3)tang.-^. Solidum autem evanefcit, quando jr s= o; ergo 
C=o, S =^7fxtzng.A{bx^lxx")^SB{bx^lxxy7r. Sitx^b; fLtS^\ir.SB.BA^ 
(Bti notum). 

Exemptum 2. Fig\jTzSMAB fit quadrans circuli, cujus centrum A, & radii 
SS.BA^r; erity = r(rr— jcjc), ^= 2^xr(rr— jtjc), 5=7f<C— |(rr~jrx)^}. 

Sit Jc=o; atS«^(C— |r3); proinde C - |r3, & 5=sT(fr»— |(rr^jcjc)^), 
Sit * =s r ; tum 5= |r*. tt (uti notum). 

Exemplum^. Figura SMAB fit parabola conica, circa axem SB rotata. 

"" p dx ^ P y \ p y p 

Sitjr«*, eritS^^jr.i—^iSB.AB^.Tr. 

P . 

§•114. Quoniam paraboloidiun & hyperboloidum cubaturae magni funt in 
determinanda folidorum rotundorum capacitate momenti; easdem paulo aliter 
explicare e re efle cenfeo. 
K1e.a4. ^it SMM'P dimidium fegmentum parabolae, cujus aequatio eft yw+n=:amjcn. 

Per verticem S ducatur tangens SA. Segmento SMP &: 'fpatio exteriori ASM 
infcribantur v. gr. reftangula MPPm^ MQi^m'. Spatio SPm'Q^ circa axem iSP 
revoluto, reftangulum MMPm gignit cylindrum fegmento paraboloidico infcri- 
ptum; & reftangulum iHQC^ w' gignit annulum* cylindricum folido, quodrota- 
tione fpatii exterioris SM'(^ gignitur , infcriptum. 

Atqui ratio cylindri MVV'fn ad annulum MQ(^^m eadem eft, quae foiidb- 
rumMwixAfP*, Ar»»'x9Af(2AfPXM»»'); & proinde limes rationis cyiindri 
MPPm & annuli MOQ^m' aequalis eft limiti rationis folidorum itfw x Af p* 

6 Mm'y.MQ{2MP'\'Mm'). 

Sed 



m 



Sed 



Iim.AfP 


¥ 


»MP-\-Mm 


= 1:3 


lim. Mm 


• 


Mm 


^ PT % MP 


MP 


• 


QM 


=i MP: SP 



(S-40.) 



Erga lim.JtfP^XJfcrm : Mm\QM^2MP+MM)= PT : 2SP (§. 14.) 

= »f+tt : an (§. 42.) 
Proinde lsm.cylMPPm : aiimcyLJIfQQ'ifi' =s m+n : :s«. ProiiKic etiam 
(§. 15.) limes rationis fammae omnium cylindrorum parabdoidi infcriptorum, 
ad fummam omniimi annulorum cylindricorum folido exteriori MSQ^ infcripto- 
rum, aequalis eft eidem rationi conftanti m + n : a». Unde etiam (§.4-) 
. ratio limitum harum fummarum > nempe ratio paraboloidis SMP ad folidum ex- 
terius SQM, aequalis eft eidem rationi datae. Hinc paraboloides SMP eft ad 
cylindrum SPMQy uti i»+» ad w+jif. • 

a°. Spatium hyperbolieum ABPM, cujns aequatio eft y»(a+x)«=3. *«««, FJfr^S* 
curca afymptotum SP revolvatur. Circumfcribantur v^ gr. reffangula MPPm^ 
mQQ'M\ Cylindnxs reftanguk> MPP*m^ & annulus cylindricus reftangulo 
mQQ^M' geiiiti, funt inter fe uti folida PP'xMP\ Mm.Q^MX^MP—Mm)^ 
Proinde limes rationis cylindri hujus & annuli .cylindrici aequalis eft limiti nu* 
tionis horum folidorum. 

Atqui lim.JWP : 2MP — Mm =1:2: 

lim. P^P' : Mm ^ PT : MP (§.40,) 

Mm.MP : M'q' = MP : MQ (,-Spy 

Ergo fiin.MP».PP' i Mm.M'QX2MP'^Mm) « PT : 2SP (§. 14.) ) 

= w : 2» (§. 42.> 
Hinc lim.GyLArppW: ann.cyL#wp9'Ar' = m : a«. 

Proinde etiam rati» furanwe omnium cyKndroruro, folido rotatione fpatii 
AMPB genito eircumfcriptorum, ad fummam omnium annulorum cylindrico- 
rum r folido rotatione fpatii AMQD genito cixcumfcriptorura , aequalis eft eidera 
rationi conftanti m: 2n: & proinde folida, quae Irmites funt harum fummarum, 
& quae gignuntur totatione fpatiorum AMPBf AMQD^ funt in eadem ratione 
.xiata » : 2» (§. 4.) 

i*'. Sit 
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i». Sit m>2n. Erit etiam {oljiMPBXoljfMClD, & (olAMPB-iol^M^D 
=! cylMFSq-^cylJBSD; proinde fol.^Jir2?P : cyLifiSQ— cyL-rffiS^D = 

2^ Sitw<2ff: eritfol.^iirQO>fol.^JlffiB, & foLiOfQD— foL-^JH/B =- 
cyL^550— cyLJIf/SQ; proinde {oljiJUPB:cyljfBSD^cylMFS(l:=im:2m^. 

3*^. Sit fii= 2». Nihil ulterius inde concludi potcft , nifi quod ioMsLJtJliPB, 
AM^D fint inter fe aequaiia; & prolnde etiam cylindri MPSGi, ^^SD iint in« 
ter fe aequales. 

§. 115. Curva generatrix folidi referatur ad focum aliquem per radlos 
veftores. ad liunc focum duftos, & per angulos, quos radii veftores cum refta 
pofitione data comprehendunt Capacitas folidi determinabitur modo fe- 
quenti. 
riK«3& Si^ S^^f^Jf curva ad focum F relata per radios veftores FJIf, FJlT, & an- 

gulos SFM, SFM\ quos radii veftores cum refta FS pofitione data compre^ 
hendunt* Centro Fradio FS (pro unitate fumto) deferibatur circulus, qui ra- 
diis veftoribus FAf, FM' in punftis JT, X! occurrat Tum centro ^radiis FM, 
FM* defcriptis arcubus Mm, Mm\ mfcribantur & circumfcribantur curvae fefto« 
res circulares JKR», U'Fm\ Solida feftoribus lus curca axem SF revolutis ge- 
nita funt inter fe in ratione triplicata radiorum FM^ PM". Sed ratio «qualitatis 
limes eft rationis horum radiorum: proinde & ratio aequalitatis limes eft ratio- 
nis folidorum ab his Teftoribus genitorum (§• 4.); tantoque magis ratio aequa* 
litatis lunes eft rationis alterutrius hwum folidorum ad folidum rotatione fefto- 
ris curv» MFM" genitum. 

Sit Fin^y, FM^^y\ FS^r, angulns «FX » jt, XPX'^^. No- 
tum eft, folidi rotatiooe feftoris circularis XFX^ geniti expreflionem efle 
|?rr3(cof.jc — cof.;c) = |wr^Acof.ap. Sit S folidum feftore curvae SFM genitum ; 
eft lim.foLi»FJ»* : foLiHFw «1 : i. 
{o\.MPm : {o\.XFX! = y* : ^^ 
hinc lmi.foL«i?!W : foL-XFJC' « y^ : r* (§. 14.) 
feu lim.A*$ : fw^AcoCx = y3 : r^ 

Atqui 
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Atqui liin.Acof.x : A» «= fin.* : i (§.76.) 

Ergo Uin.A«S : Iwr^AJc == y^fin.* : r' ». 

A O 

et lim. — : |7rr' «= y'fin.jc : r' 



Ax 



= f9ry3fin.*: fwr'; 



proinde lim. — s=|7rjr3fin.* 

feu — a:|?r^'fin.x, qu% eft aeqjoatio differeatialis 

folidi propofiti. 

AS * 

Exempta. i°. Sit y quantitas data = r: j- =|7rr3fiB.jif , «Sa:C— fTn-^coCjc, 

Sit 5 = 0, quando jif = o: C= fwrS, ,S * f irr8(i ^ coC*) = f7rr3fin.»|jp. 
Sit Jf = 180«*: * = f»r3. 

2". Sit 5^ = afec* (quae eft aequatio ad lineam re6bm): 
^= fwa3(fec.3affin.* = f7xa3(fec.»*tang,*), ,S = f:ra3(C + |fec.»jf). sit 
,$ = 0, quando jir = o: C= — f , ,S = fwa^tang.^jc. 

3*. Sit y = afec.«|jp (quae eft aequatio parabolae conieae): 
^= |7ra3.fec.6|*fiii.jf ^fTrflafec-^lJetang.-^Jc, ^^lTraS^C+lfeC»!*). Sit S=o, 
quandojf=o: C=~f, ^^f-TaS^fecH*— i)=f?r«'(fec.*|jc+i)(fec*ijc— i) 
= |»a3((|+ iX|- 1)) = ^tf+aXy-a) = fwa(»y-aa). 

4®. Sit y = __—__. (quae eft aequatio ellipfeos conicae): 
i = K(;i:~i:3^fi'^-0' *- K^+ .<J'cof.jc)> > Sit * = o, quando 

_ Aft(^-(«-0!} 

§. 116. Series Bemoulliana applicari etiam poteft determinationi capaci- 
tads folidorum rotundorum. 

!•. Quoniapi eft (§. na.) ^ = »,yy; St per §.36. 
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Quae feries, utut n^gularis» non femper eft calculo omnium promtiflimo accom- 
modata; imo & non abrumpitur quibusdam etiam cafibuSr quibus alia via ca- 
pacitas folidi termiois numero finitis exprimi poteft. 

2^. Quoniam eft (§. 113.) ^ = ^rrxy; erit (§. 36.) 

^'^^'^iTi^ i.2.3'di+i"^d;^* "i~idi5+lZ6a:^ • • *\ 

Cylindrorum folido rotundo tam infcriptorum quam circumfcriptorum 
fummae eodem modo determinari poflunt, quo reftangubrum fpttio curvilineo 
infcriptorum & circumfcriptorum fummae §. 103. determinatae fiierunt 

§. 117. Solidorum rotundorum cubatura reduci poteft ad reftificationem 
circuU & ad quadraturam alterius curve, 

Etenim quoniam eft (§• 112.) ^ 5= ^; fi defcribatur fuper eodem axe, 
& iisdem axis abfciffls, altera curva, cujus ordinatae y' fint quadratis ordinata- 
rum curvae genitrids proportionales; ita ut mi' = yy: erit —»=1^4^', & 

^ =s y'; ideoque capacitas prioris folidi erit areae pofterioris curvae propor- 

djK 

tionalis. 

Porro quoniam ^ft (§» 1x3.) ^ m asrxjr: fi fiat fevper tg*=t2xy\ capaci- 

tas 
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tas folidi erit areae curvae, cujus aequatio differentialis eft ?— = y' proportio- 

nalis. 

§. ii8. Data expreiTione capacitatis alicujus folidi rotundi per reftas axi 
ordinatim applicatas,-determinari poteft naturacurvae genitricis. 

Exempleu i^. Sit Ss^^atix; ideoque ^ss ^oa: hinc jiy^sM, y^a; pxo- 
inde bafis eft conftans, & folidum propofitum eft cylindrus reftus« 

20. Sit S=^^^: hinc g(=^yy) ^^^; yy = «S'- 

30. Sit5=^.^^: ^(=^yy)=^-^yy+a7ra^^; yy = ^yy+^^; 

Caput decimum tbrtium. 
De fuperfidebus foUdarum rotUndcfwm. 

T inea curva quaecunque circa axem aliquem rotata generet fuperficiem cur- 
vam. Dico: rationem aequalitatis Kmitem efle fuperficierum a chorda & ab 
arcu curvse fimul genitarum. 

Sit SMJU^ curva, quae circa axem SP retata fuperficiem curvam generat. 
Dico: rationem aequalitatis limitem efle rationis fuperficierum a chorda MM &c 
ab arcu MZM fimul genitarum. 

Per M & ilf^ aflae concipiantur re6be Mm & ilfm' axi SP parallete & ar« 
cui MM' aequaleSy quae fimul cum curva rotatae fuperficies curvas cylindricas 
gignent. Quoniam fingulae partes reftae Mm axi'<SP parallelae minus ab hoc 
axe diftant, quam pars quaelibet arcus AfZAf'; fuperficies a refta Mm genita 
minor eft fuperficie ab arcuMZAf' fimul ^enita: contja quoniam fingulae par- 
tes re6be mW magis diftant ab axe, quam pars quaelibet arcus MZM\ fuper* 
ficies a re6fei M-m^ genita major, eft fuperficie ab JJfZAf* fimul genita. Atqui 
fuperficies cylindricae rotatione re6torum Mm^ jifVii' ^enitae fuat inter fe uti or- 

Z 2 dinatae 



Fig.31. 
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dinat» MP, M^P'; & prolnde ratio aequalitatis limes eft rationis hamm fuperfi- 
cierum; & a fortiori ratio aequalitatis limes eft rationis alterutrius harum fuper- 
^ ficierum ad fuperficiem rotatione arcus genitam. 

Scilicet arcu MZJB' pofito ca Aa, & fuperficie ab eo genita = AS; eft 
lim.A^ : xfr.y&z =1:1. 

. Superfides rotatione chordae & reaae BSm genitae funt inter fe ud reAan* 
gula r(Ajr»+Ay«)3Ct^ & yta. 

2 

Atqui lim.r(Ajr»+Ay«) : A« = i : i (J, 47.) 

lim. ^y**'^ : » = I : I 

eiigo Iim.r(A*»+iSy»).ay±^ :yA« - i : 1 (5. ,4.^ 

Sed ]im.^A« : A^S = i : sv 

ergo lim.r(Ajr»+Ay»).2^ : 4S = 1 : aw (§. 14.) 

feu lim.r(i+^) .2y±£i!f:^.,:a» 

ftu lim.^ = a^iim.ni+^4)-^^^; 

et proiiidc ^ ■• a^^iyT^Ci+^^)*); qiwe eft aequatio diffcrentialis fuperfi- 
ciei rotatione curvae genitaB. 

''i^. Arcus mZM' totus fit concavus verfus axem rotationis SP. Quoniam 
arcus major eft chorda; & partes arcus inter reftas quaslibet axi ordinatim ap- 
plicatas ab axe rotationis magis diftant, quam ab eodem axe diftant partes 
chorda& ordinatis ii§dem interjacentes: duplici hocrefpeftu fuperficies rotatione 
arcus genita major eft iuperficie , quae rotatione chordae gignitur. 

x^. Quodfi autem arcus eft verfus axem rotationis convexus; generatim 
de aequalitate aut inaequalitate fuperftcierum ab arcu & chorda fimul genita* 
rum ftatui nihii poteft. Nempe quatenus partes arcus duas inter quaslibet axi 
ordinatim applicatas contentae huic viciniores funt , quam partes chordae ordi« 
natis iisdem interjacentes; fuperficies arcu genita minor fit fuperficie a chorda 
genita: dum ex alteia parte ob arcum chorda majorem prior fuperfides major 

^ eft 
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•ft pofteriore. Quare hoc cafu aequatio differentialis jf=2^*^(^+(^)*\ 
limitum notione, prouti §. 13. fuit extenfa, nititur. 

§. 120. Exmplum i. Sit yu^rr-xx : ^ = — :^, J^O+r^^^i « ^^ 

'''' Ax y ^ Mjc>' ^ TT' 

J^ = aTTT, s =2 i^srraf. Nempe fuperficies fph»ric« inter duo plana fibi invi- 
cem parallela comprehenfae funt inter fe uti diftantiae horum planorum. 
Extmplum 2. Sit y=3Jirtang.f (quae eft aequatio lineae refbe): 
_ a TTtx tang.f fec^ , <S =3 irxx tang.tp fec^ = ifxy feclp. 

Exempbm 3. Sit yy =2 apx (quae eft aequatio parabolae) : --z =27ry(pp+yy) 

^2yrir(pp+2px^, S^27r(C+ — iPF\'2pxy\ Sit5 = o, quandojcsro: 

SP 

C=-ipp, Cz:i27rCUpF^px)^^^p^ = |^((f^f-ajf)r?±?f)-p). 

Exmplmn 4, Sit^yy k — (aa-xv). 

d<S 
i^ Sit b^a: ^^aira (quae eft aequatio differentialis fuperficiei fphaeric»), 

s*. Sit *<a, feu ellipfis gyretur circa axem transverfum; fit aa^bbts=ee: 

^^2,rtr(^^xx), .S«.r(C + ^(arcfin.i^+ifr(i-l!.ff)\ ffit 
(U aa ^ee ' ^ ^ oflfla^aa aa/>' 

J = o, quando x *= o : C ss o. Sit x =% a : ^ s tt— (arcfin.-l^. il) 

$ a aa^ 

= 9r(W+?larcfiil.l\ 
e a^ 

I 4 f « ' 

Obfervatio. Arc.fin.i = arc.tang.i * 1— I.Jy + f .t_— |.L.+... (§. y^.j 

Hinc ^arc.fm.i =«,o-i« +|!; - ^l! + ...). 

Proinde fafto ^=o, ,s «a 9T(W+iifl) « aAftflr, juxta Ex. i. 

3*^. Ellipfis gyretur circa axem fecundum; unde ^=? ^(^A-jtjc); 

bb 



P^ii^Tr-^lJ^r— 4-xji?), cujus integratio reducitur ad aream hyperbolae co- 
• * QJiP bb ee 

nicae feu ad logarithmos. Scilicet . 

Z 3 S^Tt 
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»*^'TnLC*X— +--log.f 
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Sit x^b'. 



O*/^-*.. log.»^-^+i.^, + i.l^+.... ($.61.) 

hinc ^V>^;-*(.+}.^+|.ll +....) 

Foinde fefto # = o; ^ - 7r(«i+«*) = a^o», juxta EJr. i. 

Superficies hyperboloidum , rotatione hyperbolae drca alterutrum axem genitaB, 

eodem modo determiiumtur. 

Extm^um 5. Sit y(fl+Jf) = oft, feu hyperbola conica gyretur circa afym- 
ptotum. g= 27r-^>^(i+^* ) : unde fofto S^o, quando * = o; 

j « ^..&(r(i+^)-r(i+ -??*4') + w n(«H-^0~« ' 

Exmpbm 6. Sit y = ^'(ar*- jfjr) + arc.fm.v.— , <px eft aequatio cyclokiis 
vulgaris. Fit g = aw (naK»^-*) + rr^arcfiav.^): 

nnde 5=a a7r(C— |(ar.x)r3r(2r-*) + 4rr3f<2r-*)+ 2frar:rarc.fin.7. *). 
Sit 5=3 o, quando * =3 o : C=: — V^. Sit * = ar : Szs Zinr^ii^y ^ 

§. 121. Quoniamg=!a7iyr(i + (^)*); & noraudis ezpreino eft 

y9^(i+(^.)* (§. iio.): quadmtura fupcrficiei folidonun rotundorum pendet 



ab 
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ab normali curvae gcnitricis. Scilicet fuper axe curvae genitricis defcribatur 
curva talis, ut reftge axi ordinatim applicatae aquales fint (aut proportionales) 
normalibus curvae genitricis iisdem abfciflis refpondentibus. Superficies folidi 
rotatione prioris curvae geniti proportionalis erit areae Ctirvae pofterioris. Ra- 
tio autem harum fuperficierum ea eft, quae circumferentiae circuli & radii. 

SihoHum. Seriei Bernoullianae ad determinandas folidorum rotundorum fii- 
jperficies applicandae non inmioror; quoniam exponentes difierentiales ordinum 

fucceflivorum quantitatis y*^(i + (^)^^ ^deo fiunt compofiti, ut nulla inde 
utilitas duci poflit 

§. 122. Ratio difierentialis fuperficierumi a curvis ad pundum datum re« 
latis genitarum, eodem modo poteft determinari. Sit nempe angulus SFM=sz^ tigiA 
&radiusveaor^Jf=r; eft ^^ a7rrfm,»>^(rr+(^)*). Exercitiicaufaoften- 
dere fufiiciat, quomodo ratio haec difierentialis ex priore deducatur. Eft idep 
y =5 rfin.«; igitur ^ =a ^fm.a;+rcof.« 

X s» rcof.» -i^ = -r-cof.«— rfin^ 

dz dz 

, ■5-fin.»+rcof.a 

dy _. d2 , 



^ ^of.^-rfin.» 
dz 



^ n.0-).g^.''^.i^-y 



^-cof.«— rfin.^ ^ 

dz iz 
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Exemptum i. Sit r datae magnltudinis: — = a^rr fin.2r, 

az 

5 = a9rrr(C— cof.«). Sit S= o, quando » = o: C=t i , S= a?rrr(i--ceC») 

= 4*7rrrfin.*J«. 

Exemplumz. Sit r=:afec.2 (qu3e efl: aequatio lineae re£te): 

zT = a fec.« tang.« , j- « 2^fl fec» fin.« 7^{aa fec. ^a +flfl fec. *j& tang. *«) = 
d^ d2 

TTfaa tang.s fec. ^», iS «s 9raa (C+ fec. ^js). Sit 5 = o , quando 2 s o : C = — » i ; 
5 s ^oatang.^x. 

Exemphm 3. Sit r s f fec.^^is (quae eft aequatio focalis parabolae): 
^ «» ffec."|a;tang.|», ^ = ^T.jyfec.^iatang.J^, 5 = C + fwp/j.fec^i* 
■■ ^'^•wCC+fec.'^*). Sit 5 = 0, quando « = o: C» — 1, 
5=|7r.H»(fec.H«-i) « i^.i!p(G)^-) = f^r.Crrpr-pp). 

§. 123. Quemadmodum fuperficies folidorum rotundorum aequatione curvae 
genitricis determinatur : ita viciflim , exprefiione fuperflciei folidorum rotundo- 
rum data, erui potefl: aequatio curvae genitricis; uti paucis exemplis ofleadam. 

Exemplum i. Superficies folidi crefcat uti abfcifla axis. 
Fitideo5==2^x, &g=:27rr= 27fyr(» + (^'; hinc i+(^2=ZL, 

/'^y rr-j^ dx y *-C-.r(rr-yy), quae eft «quatio circuJi. 

Exmphm 2. Superficies crefcat in raticme duplicata abfciflae axis. Eft ideo 

Huic aequationi fatisfacit (in cafu particulari) linea reda, quando nempe 

^ eft ratio conftans, unde & ratio x:y eft conftans. 
dx 

Exemplum 3. Curva referatur ad aliquem focum,.& fiiperficies crefcat ia 

ratioae radii veftoris. Eft ideo 

5=2^ar; |^^ « 2^a^ « 29rrfin.«n^ + (^'> unde 
' d« d* ^ds^ y 

.*: - rti».,nrr+ C^O')' (t)'(— "*°-'*> " '"^'*' 

— = ?iy?;?_- , cujus aequationis integrationem me exhibere non pcrfTe 

Az y^Xaa-r/un.^«) 

ftteor. Caput 



CAPIfT DECIMVM QrARTUM. 

De regula Guldini dicta. 

f^efta magnitudine data circa axem quemounquQ in eodem plano fitum rb^ 
volvatUF. Superficies cylindrica vel conica, rotatione re£be hujus genitav 
^qualis efl: re£langulp fub hac linea & fub circumferentia a punfto lineae hujus 
medio defcripta. Proinde fuperficies, a refta magnitudine data circa varios 
axes revoluta genitae , proportionales funt diftantiis pun£ti ejus medii ab axe 
revolutionis. 

Pariter cylindrus vel annulus cylindricus, a reflangulo circa unum ipfius 
iatus, vei circa re£kim uni ex lateribus ejus parallelam revoluto genitus, aequa«« 
li^ eil prismati, cujus bafis eft ipfum reftangulum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae, quam centrum figurae reftanguli liac revolutione percurrit 
feu generat* Solida igitur.ab eodem reftangulo, circa varios axes uni laterum 
ejus parallelos revoluto, genita proportionalia funt diftantiis centri hujus re«- 
ftanguli ab axe revoluiionis. 

Hisexemplis (omnium fimpliciflimis) praemilfis,facileintelligitur, quidfibl 
velit regula capite hoc explicanda. Scilicet lineae vel fuperficies quaecunque 
tam fpecie quam magnitudine datae circa axem aliquem revolvantur: faperfi* 
cies vel folida, rotatione hac genita, iimt inter fe in ratione compofita ex ra- 
tionibus magnitudinum atque circumferentiarum a punfto quodam, cujus fitum 
magnitudo genitrix determinat, defcriptarum. 

Cum regula haec determinationem eapacitatis & fuperficiei folidorum ro-i 
tundorum (de qua duobus poflxemis capitibus aftum fuit) admodi^Qn juvet; 
e re efle cenfeo, fundamenta ejus hoc loco exponere. 

§. las* Lmma. Sint qubtUbet punfta in eodem plano pofitione data, & 
fint totidem reftae magnitudine datae, Ex omnibus punftis datis demit^tur 
in reftam quamiibet in eodem plano fitam reftae perpendieulares. Sumatur 
fumma reftangulorum faftorum ex his perpendiculis 6c ex lineis magnitudine 
datis refpeftive. Dico: dari in eodem plano punftwn, ex quo fi in eandem 

r^ A a reftam 
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re£hfii demittatur perpendiculum, reOanguIum, fub hoc perpendiculo 3c fub 
fumma reftarum magnitudine datarum contentum, aequale fit fummae priorum 
reftangulorum. 
ng.33, Eximphm primmm. Sint duo pun^a j1, B^ 9. quibus in re£lam quamcu&< 

que jfB' demittantur perpendicula ^^» BB\ Sint etiam duae reftae a, b nia« 
gnitudine datae. Refta jtB in punfto Z ita (bcetur, ut f\t j4Zxa=: BZxb; & 
a punfto Z in reftam /1^3' demittatur perpendiculum ZT* Dico: fore 
A^Xa+BB\b = Zr(a+b). 

Conflr. Per Z agatur refla ofr ipfi j1'B' parallela, quae reftis Aj^, BB' ia 
m & b occurrat 

Dem. Propter fimilia triangula AZa, BZb eft jfa ; Bb = jfZ: BZ^b :a; 
hinc a^zr^jfA') = *(i?5*— ZD; proinde zr(a+b) =ax AA+b x BB\ 
ng.33. Exmplum feeundmm. Sint tria punfta jf, B, C pofitione data, & tres refte 

a, b, € magnitudine datae; & fint ^^, ££', CC' perpendicula in re6lam quam- 
cunque demi(&. 

Punfto Z refpeftu punftorum -^, B ita determinato, ut fit Z21Cfl+*) = 
jt/i'xa+BB'xb; detenniiietur punftum Z* refpeftu punftorum Z, C, ita ut 

^'r'(fl+H-0=-^^(*^-^)+<^'^^- eritZ'r'(a+6+0=^^X«+i?^'xA+CC'xr. 

£jrMplMin teriiim. Sint quatuor punfta jf, B, C^ D pofitione data, & qua^* 
Cuor lineae a, b, t, d iiuignitudine datae. 

Determinetur punftum Z* refpeftu punftorum A, B^ C (juxta exemplum 

fecunduifi); tum determinetur punftum 2^ refpeftu punftorum Z\ D, fic, ut 

Z'r"(a+b+i+d) = ZT(a+b+c) + DD*Xd: erit Z^I^^a+b+i+d) = 

jLfXa+BB^Xb+CCxt + DD^Xd. ^ 

. Ex his exemplis patet methodus generalis procedendi ac demonftrandL 

Propofitione nimirum evifta pro punftis quotlibet n pofitione datis, & pro toti- 

dem reftis magnitudine datis; eadem edam vera efle demonftratur , fi tam pun« 

ftorum quam reftarum numerus unitate augeatur. Cum igitur vera fit propo- 

fitio de paucis pun£tis & reftis^s, 3> 4 • • • •; ea^etiam vera eft pro quingue 

punftisj inde pro fex, & fic deinceps. Ideo femper determinari poteftpunftnm 

Z tale, ut fit axdA'+bxBB'+eXCC'+....lXLL'z:zZZXit\'l^+\^...^+l). 
^ Seholium. 
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Sthotmm. Quoniam punfti Z in plano pofitione dato fitus detenninatur per^ 
pendiculis, quas in duas reftas pofitione datas, fe mntuo fecantes, ab eo du^' i 

cuntur ; demonifarandum eft : quod, fi praecedens propofitio locum habeat pro ejus^ ^ 

modi duabus reftis, eadem quoque valeat pro alia quacunque re6la. 

£t primo quidem praedifta sequatione locum habente pro refta qualibet 
pofitione data, eadem valet pro quavis refta priori parallela; ciun utrumque 
aequationis prioris membrum ita augeatur vel minuatur reftangulo fub difisin- 
tia duarum parallelarum & fub fumma 11+ A+r+ <£+... +/^ 

a^. Sint duae reftae SN^ SN' fibi invicem perpendlculares; & demonftra- Fig-sf 
tum fuerit duas aequationes fequentes locum habere : 

aX^^+ftXfl^'+rXCC*+ . . . /XLL' = ZZ'(fl+ft+<+c/+ . . . /) 
aXSyt'+bxSB'+cxSC+ . : . txSV = SZ\a+b+e+d+ .-. . /). 
Ducatur per S refta quaevis SN\ in quam demittantur perpen^icula -A^, ] 

3B", CC\ DD\..LL\ ZZ""; dico, fore etiam axAA'+bxBB!'+cxCC!'+... 
txLL'=ZZXa+b+c+. ..+/). 

Etenim quam facillime demonftratur (five immediate , five ex primis tri- . * 1 

gonometriae planae principiis de finu & cofinu fummae ac differentiae duorum 1 

angulorum) efle AA' = AA'coi.NSN'—SA£\n.NSN" 
BB^ =^BB'cotNSN''SB'rm.NSN' 
CC = CCcor.NSN^^SCTm.NSN" 

m 

LL' = LL'coimN'-^SL'Rn.NSN'' 

ZZ: = ZZ'GotNSN''-SZ'£m.NSN\ 

Proinde 

w jiJ-Aj^t ffn-^vnri. j./v t r '-, cor.NSN'(ax^J-^bxBS'-\^xCC'+...'yx.LL) 

-2 (tt+b+c+...t')ZZ\ 
3®. Viciflim: fi propofitio locum habet pro duabus reftis SAT, SN\ eadem 
locum habet pro tertia re£bi SN* uni priorum perpendiculari & per S dufta. 
Propofitione igitur pro duabus quibuscunque reftis fibi mutuo occurrenti-* 

Aa z bus 
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bus fiabilita, eadem yeiy eft pro alia quacunque reAa; iive transeat per pun- 
ftttm occurfus priorum» Tive non. 

ObfirvaAo. In enunciatis praecedentibus fuppofui, punfta data jacere ad 
easdem partes reftae, in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit: mutatis 
fignis perpendiculorum ex punflis ad diverias ejusdem re£be partes fitis demif- 
forum; quaecunque de fumma di6hi fuerunt, applicantur exceflui, quo fumma 
reftangulorum, punftis ab ima hujus lineae parte fitis rerpondentium, (uperat 
fununam reliquorum. Quo monito praemifibt in fequentibus pariter de fumma 
t|ntum dicere fufficiet; quafi omnia punfta ad easdem re£lae^ in quam perpen* 
* dicula aguntur, partes jacerent 

§. 126. In Mechanica oftenditur: punftum Z commune efle grauita&s em^ 
frum totidem maflarum a, &• r, • • • /, quarum fingularum centra • gravitatis 
fint ^, B, C9 • • • L. Qua punfti Z denominatione hic etiam (brevitatis 
caufa) uti liceat. 

Itaque punftum reftae magnitudine datae medium eft centrum gravitatis 
hujus lineae; & fuperficies, quam refta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat, aequalis eft reftangulo fub hac refta & fub circumfe- 
rentia, quam centrum gravitatis ejus rotatione hac defcribit. 

Item centrum figurae cujusvis reftanguli fimul eft ejus centrum gravitatis; 
& folida rotatione reftangulorum circa axes quoscunque, uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum reftangulo- 
nuA atque circumferentiarum, quas earum centra gravitatis defcribunt 

Sint quotlibet reftae in eodem plano pofitione ac magnitudine datae,' quae 
fimul drca axem quemlibet revolvantur. In punftis reftarum harum mediis 
fingantur maflae fmguiis reftis proportionales, & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum maflarum. Summa fuperficieruin a reftis illis rotatione hac ge« . 
nitarum aequalis eft reftangulo fafto ex fumma harum reftarum, 6c ex circumfe*» 
rentiaabcommuni ma^fl^arum harum centro gravitatis eademrevolutione percurfa. 
Sint quotlibet reftangula in eodem plano pofitione 6c magnitudine data; 
fic ut fingulorum horum reftangulorum unum latus fit reftae alicui pofitione 
datae paraUelom. Reftangula haec funul revolvantur circa axem reftae huic 

. paral* 



parallelum. Tum in centris figurae honun reftangulorum concipiantur tyafl^ 

iisdem proportionales, & quaeratur centrum gravitatis* commune omniuni ha-* 

rum maiTarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratione' 

compofita ex fummaxre£bingulorum, 6c ex circumferentia a communi gTavita* 

' tis centro revolutione hac genita. 

§. 1^57. Lemmanotum. Trapezium AAB'By cujus anguli B^ B' funt re^, Fig.33, 

rotetur circa latus A^B'\ iblidum revolutione hac genitum efl; ad cylindrum 

ejusdem altitudmis^^', & cujus radius bafeos eft r, uti ^^^+^^'x^^'+i?^> 

3 
^ ad r^. Proinde , pofita ^ dimidia circumferenda circuli , cujus radius eft uilitas, 

capacitatis foUdi hujus expreffio eft Ab^v. -^^^+^^'x^^'+-g^'V 

Thiorema. Reftangulum quodcunque circa axem quemcunque extra reftfati^ 
gulum in plano ejus fitum revolvatur: dico, folidum rotatione hac genitum efie 
in ratione compofita ex magnitudine reftanguli & ex circumferentia a centro 
ejus rotatione hac genita. . ' ^ 

Sit ABCD reftangulum, cujus centrum S, quod revolvatur circa axem Fig^as. 
jfD* extra illud in plano ipfius fituni; ex 5 demittatur in hunc axem perpendi* 
culum<S<s': dico, folidum rotatione reftanguli ABCO circa axem ^*D' genituni 
effe in ratione compofita ex reftangulo ABCD, & ex curcumferentia, cujus ra- . 
dius eft SS'; feu expreffionem capacitatis hujus folidi effe ABCDxsSX27r. 

Sint fl, *, i, d punfta media lateruna AB, BC, CD, DA. 
Ex omnibus punftis A^ B, C, 27, a, b, ,r, d, demittantur in axem 
jfD' perpendlculares AJ, BB\ CC\ DD\ aa\ bb\ ce\ dd\ Sit ^ angulus, fub 
quo SS' inclinatmr ad latera oppofita reftanguli AB, CD. 

Solidum rotatione reftanguli genitum eft exceffus , quo folidum rotatione 
^atii A^ABCC genitum fuperat folidum genitum rotatione fp^tii AtADCC; 
jeu M.ABCD = hlA^ABB^^toi.D^DCC^+hlB^BCC^iolAADD' 
I ^'D-i A'A^+WAy.BB'+BB'^ l 

^ I yn'5 B'B^+B'SXCC'+CC*^ 1 
+ ^fr.AV \^q^^+ji'j1xdD'+DD'^) J 

Aa 3 ' «= i^. 
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1 * ^ J 

L 4 4 J 

^^A 'b'[ 2SsXbb'- dd') . 2ss\cc'' aa^^-^^ssXbb^+aa'- cc'- dd')] 

^i'^'A'D'[2SSXBB'-DD'y\-2SS\CC'-AA')+SSXBB''AA'+Cd-DD')] 
=3^.^'b'.AS'( AA'+BB'-CC''DD') TJr.ALB\SS\aa^ci') 
'^^**A'D\ssX-AA'+BB'+Cd-DD')^+27r.AD'.SSXbb'-ddt) 
Atqui («»'-^^') « BCfin.^ j^^^^ A^b' = ^fin.i^ 
(W -rr*) s= ^con<p ^'d' =3 BCcof.^ 

Itaque z-jr.A^B^.SSXaa^u) . ^.BCfin.»^ 

+27r.^ D .^^S (bb^dd) +ABXBCcoi^^ 

» ABCD'SS'.27r. 

CoroOmimm primum. Reftangula quotcunque clrca eundem Axem nvolvan* 
tur : fiinmui folidoruin, quae rotatione reflangulorum horum generantur, aequa^ 
Ijs efl: prismati, cujus bafis eil fiimma horum re£langulorum , & cujus altitudo 
efi circumferentia percurfa a centro gravitatis communi totidem maiTarum in 
centris reftangulorum coadunatarum fingulisque reftangulis proportionajiivi ; 
quod punftum dicitur centrum gravitatis commune omnium horum reftangu* 
lorum. 

Corollarium ficundum. Sint quotcunque reftangula pofitione & magnitudine 
data, quae circa axem quempiam revolvuntur. Solidum rotatione hac geni- 
tum proportionale eft diftantiae oentri gravitatis communis cmmium reftangu- 
• lorum ab axe rotationis. 

Schohum. Modo haud multum abfimili demonfiratur : foiidum a parallelo* 
grammo obliquangulo circa axem quemcunque revoluto genitum 9squale efle 
prismati, cujus bafis eft ipfum parallelogranunum, & cujus altitudo asquaiis 
eft circumferentiae a centro figurae parallelogrammi rotatione hac genitae. Et 
fimilia inde neftuotur corollaria. 

§• 128. 



§. i2g. Solidum /faanm ix aliqua figura atque «xdiilantui centri gravi^ 
tatis figurae ab aliqug refta, yoc^itixr momfntum figura refpeftu hujus reftae. Pro- 
inde momentum alicujus reftanguli refpeftu axis, circa quem rotatur, eft ad 
folidum ab eodem reftangulo hac rotatione genitum in ratione confl:anti; aempe 
in ratione radii ad circumferentiam, feu ut i : a^r* Et momentum quotlibet 
reftangulorum refpeftu axis, circa quem rotantur, eft ad fmnmam fpatiorum 
folidorum ab iisdem reftangulis hac rotatione genitorum , in eadem ratione 
conftanti. 

Pariter re6hingulum, fa£him ex aliqua linea atque ex diftantia centri ejus 
gravitatis a refta quapiam, dicitur momintttm prioris linea refpeftu pofterioris; 
& recbngulum, faftum ex fumma quotcunque linearum & ex diftantia commu» 
nis earum centri gravitatis ab aliqua refta , vocatur momentum harum linea- 
rum refpeftu hujus reftae. Proinde fi refl« quotlibet circa axem quempiam 
revolvantur, momentum harum reftarum refpeftu hujus axis eft ad fummam 
fuperficierum, quas eaedem lineae hac rotatione generant, in praedifta ratione 

conftanti, i : t^tt. 

His praemiflis pergo ad fuperficiem, a linea quacunque circa axem ali- 

quem rotata genitam, & ad folidum rotatione cujuscunque figurae circa axem 

aliquem genitum. 

§. 129. Brevitatis caufa denotent S.S, S.F folida a reftangulis figurae 
alicui infcriptis aut circumfcriptis , & a figura ipfa rotatione circa eundem axem 
fimul genita; porro ctenotent If .1?, M.F momenta horum extenforum refpeftu^ 
hujus axis; G.It, G.F diftantias centrorum gravitatis horum extettibrum ab 
eodem axe; ^CJi.Rj ^*i^ areas horum extenforum. 

i^. Eft JU^FQ=iAFxG.F) =3 lim.if.^ 

= lun.(^.^xG.^ 
=; lim.-^.-ffxlim.G.jP 
= ^.Fxlim.ff.^ 
proinde Gf.F= lim.G.^. 

^^ Eft 
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2\ Eft S.F:=. Vim. S.R 

= a^.liin.^.J?xlim.G.i? 
=3 iir.A.FxG.F 
= 7i7ry.M.F. 
Proinde fortdum rotaiiom figurm F gmium ifquab eft fotido faSh ix hac fignra 
ntquiix itrcvmfinnAa aautro grauitatis ijut rotatioui hai gmita; fiu fotukmafigura 
Fginitmm ifi ad momiuium ijus nfpiStu axis roiatiouij iu ratiom eonftauti iinumfinu' 
*m iinuR ad radium; & foTiia rotatiaui ijusdimfigura eirca variox axis giuita fuut 
mtirfi uti difiautia autri graoitatis hujusfigura ab iisdim axibus. 

Eodem modo Jkpitfiiiis rotatioui aBcujus liuiw circa axcm quempiam gimta 
mquaSs ifl nekatguto, faffofub hai Buia & fub circumfcnutia a ciutro gravitatis ejus 
ratattoui hai giuUa; feufupirfiAiS hat ifi ad momintum tima genitricis reJpeSlu axis^ 
» ^^^u qmm rotatur, in ratiom couftanti circumfinntici cinuS ad radium. (a) 

§• 130. 

ia) Theorema hoc, fupprefla deinonftratione , Pappus jam fub fitiem Prcefaiionis Lih. 
yjl. ColUS. math.^ expofuit his verbis : O rwv T%k§uev mii<foiti%tnf ^070« cwiiTTaf - 
#x r« r$fv afi(p9i(rfixrwv uat ruv mts ruc a^wac p/ioiuc uctmjypLevm wd^imf «ro r«y 
tv mor^ii Hiwrpcfiafiumf n^fumf. O U rw mrtkmv «» rii rm mfi(p%i9fULrifv um rwv 
WBftffftiwv^ ocmc ^TotfiCM TU iv avrotQ UMvrpofimftua vtifistm. Qu» Halleius (^JpoU 
lonii DtfiSione rationis & fpatii UbrL Oxon. 1706.) ita vertit: „Fjgurae per- 

' ^ffefto gyro genitae rationem habetit compofitam ex ratione gyi^ntium & ex illa re- 

99 dsirum fimiliter ad axes duftarum ab ipfarum gyrantium gravitatis centris. Ratio 

' 9, vero inconipleto gyro genitarum fit ex ratione gyrahtium & arcuum , quos de- 

5,fcripfere earundem ccntra gravitsttts«,> Commanotnus (Pappi mathemat. ColUS. 

F . ' , ' ' Pifturi 1588.) verterat: „Perfeftorum utrorumque ordinum proportio compofita eft 

„ ex proportione amphismatum & reftarum lineanim fimiliter ad axes duftarum a pun- 
„ ftis , quae in ipfis gravitatis centra funt. Imperfeftorum autcm proportio compo- 
„ flta eft ex proportione amphismatum & circ^mferentiarum a punftis , quae in ipfis 
„funt centra gravitatls, faftarum.,» Kbplerus (Nova Stertomitria doliorum. 
Lincii 16x5. P. trTbror. XVHLfqO omnem annulum , genitum rotatione cuju^libet 
.figurac fymmetricce circa axem diametro figurae parallelum, five extra/figuram fitum, 
five perimeti-um cjus contingentem , aequalem efle oftendit cylindro, cujus altitudo 
«quet longitudinem circumferentiae , quam centrum figurae circumduftae defcripfit , 

bafis 
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§. i^. Hinc deducuntor methodi centrum gravitatis cujusvis figurae ie^ 
terminandi. Nempe determinetur folidum rotatione figurae hujus circa axem 
quemlibet genitum; quod transformetur in prisma, cujus bafis fit ipfa figura 
rotata: altitudo hujus prismatis imminuta in ratione circumferentiae ad radium 
erit diftantia centri gravitatis hujus figurae ab axe rotationis. Et proinde cen- 
trum gravitatis ipfum determinabitur, fi determinentur folida rotatione figurae 
hujus chca duos axes (fibi invicem non paralielos) genita. 

Viciflim, centro gravitatis figurae alicujus pofitione dato, determinantur fo- 
lida rotatione figurae hujus circa axem quemiibet pofitione datum genita. 

Eadem applicantur ad fuperficies rotatione alicujus Uneas cbrca duos axes 
genitas. 

Quodfi autem figura fymmetrica eft:, feu axem aliquem figurae habet: 
quoniam centrum gravitatis ejus*in hoc axe fitum eft, ut pofitio centri hujus 
determinetur, fufficit momentum figurae quaerere, refpeftu tmius re£be» v. gr. 
refpe£hi lixieae, quae fit axi huic ordinatim applicata. 

Caput decimum quintum. 

De folidis earumque fuperficiebus in genere, et de curvis dtiplicis 

curvatura. 

^^olidorum rotundorum proprietates tum a figura genitrice, tum a pofitione 
axis,. circa quem figura liaec rotatur, pendere, in tribus capitibus praecedenti^ 
bus abunde fuit declaratum. Solida haec praecipue mathematicos occuparunt 
Dantur autem innumera alia a folidis rotundis diverfa; quorum potiores duas 

fpecies 

bafis vero eadem fit cfum feftione atmuli. GuLDnnis (Ih centro gravUatif. Lib.II. 
Vientiae 1640. Cap..VIII. Prop. n.) regnlam, qnam vocat, g^neralem compofitionis 
poteftatum rotundarum hanc tradidit, fed per induftionem tantum comprobavit: 
„Quantitas rotunda in viam rotationis (lineam circularem, quam in rotatione de^ 
„fcribit centrum gravitatis magnitudinis rotats^) dufta producit pbteftatem rot^ndam 
„uno gradu altiorem poteftate five quantltate rotata.,, Demonftrationes regulae, 
quae ad Guldinum tanquam inventorem referri confuevit, varii deinde varias pro-» 
pofuerunt. Conf. Montucla Hi/l. dei Math. T. II. p. I9.fqq. 

Bb 
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fpecies primum breviter pertra^lare» tum geoeratim de iUis disquirere non alie« 

num ab re erit. 

§. 131. Sit figura quaecunque plana pofltione 6c magnitudine data. Re« 
fta quaepiam ita moveatur, ut flbi femper parallela maneat, 6c ut aliquod ejus 
punftum circa perimetrum figurae hujus progrediatun Singula re6tee hujus 
pun^ defcribunt lineas perimetro figur» datae paralieias , eidemque flmiics & 
aequales: proinde folidi hoc modo geniti feftio, plano quocunque figurae datas 
parailelo fa6la, aequalis & flmilis eft huic figurae. Superficies a re£la mobili 
genita dicitur fuperficiis cylindrUa; & refta mobilis dicitur ejus latus. Figura 
data, & feftio folidi» plano figurae huic parallelo & per alterum lateris extre- 
mum transeunte fafta, dicuntur bafes folldi. Solidum ipfum, baflbus &fuper« 
ficie cylindrica terminatum , dicitur cyrmdrus feu folidum cylindricum. * Cyfin- 
drus eft reBus aut obBquus , prouti latus eft bafl perpendiculare aut obliquum. 
Diftantia baflum cylindri dicitur ejus altitudo. 

Solidum cylindricum limes eft prismatum ipfi circumfcriptorum airt infcri- 
ptorum. Sed capacitates homm prismatum funt in ratione compofita ex ra- 
tionibus bafium & altitudinum eorum; & bafes folidi cylindrici funt etiam li- 
mites bafium horum prismatum: proinde etiam folida cylindrica funt in ratione 
compofita ex rationibus baflum & altitudinum ipforum. Ideo denotante S ca« 
pacitatem folidi cylindrici, B bafin ejus, & H altitudmem; erit S = BtL 

Proinde quotiescunque area bafis folidi cylindrici terminis finitis exprimi 
poteft; capacitas quoque folidi cylindrici accurate determbatur. 

Pariter fuperficies cylindricae reftae funt in ratione compofita ex rationl'- 
1)us perimetrorum bafium, & altitudinum. Superficies autem cylindricae obIi« 
quae pendent a perimetro fe£tionis cylindri^ plano ipfius lateribus perpendicu« 
lari fa6te. 

§. 133. Solida inter, quae a cylmdricis origmem ducunt, ea contemplari 

fufficiat, quae cylindrorum reftorum (inprimis) feftione bafi obliqua generantur. 

Rg.36. Sit nempe JB refta quaecunque in plano bafls cylindri refti afta; & fit 

ulNN*B fegmentum bafis refta hac AB abfciifum. Cylindrus fecetur plano per 

AB 
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AB transeuntc; fitque AMWtB feftio fuperficiei cylindricae plano hoc fafta. 
Solidum,' fuperficie cylindrica-^iSW'5Af'ilf, & fegmentiSifiViV'^, AMJU!B com- 
prehenfum, vocatur eono^cuneus vel ungula eytmdriea. 

In plano bafis ducatur refta quaevis NP ipfi AB perpendicularis; per NP 
Bgatur planum bafi perpendiculare; & fit MNP feftio ungulas plano hoc fa6bi. 
Trianguli reftanguli MNP angulus Jlf/Waequalis efl: angulo inclmationis duorum | 

planorum ANN^Bj AMMtBy qui fit (p; & proinde omnes feftiones pari moda 
faftiae dantur fpecie; nempe efl: NM^ iVP tang.cp, N'm'= iV'/^'tang.^. 

Capacitas ungulae cylindricae limes eft capacitatis ungularum prismatica- 
rum, quae oriuntur ex feftionibus fimul faftis prismatum folido cylindrico in- I 

fcriptorum aut circumfcriptorum. Capacitate igitur ungulae pofita =s5, axis AB \ 

J n . j 

abfcifla AP^x^ ^ NP:=zy\ fit -p. = |yytang.^: proinde ungulae capacitas \ 

dx 

ab' integratione hujus formulae pendet. | 

Exempla. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus; & refta AB 

fit diameter 2r bafis cylindri. Erit yy :=: arx—xx; -5 ss ^(j^x — xjc)tang.^; 

dx 

5 =» C + |(rx-r — ^Ar3)(ang.^. Atqui 5 = o, quando jc = oj proinde 

5 = Ixxir — I x) tang. ^. Sit x^2r: erit 5 = 2rr{^\r") tang, (p = frr . r tang. ^. 
Cubatura foUdi hujus accurate obtinetur, neque a quadratura circuli pen- 

det. Par ratio eft ungularum cylindricarum, quarum bafes funt ellipfes conicae, i 

6 AB alteruter earum axis , v. gr. transverfus 20. Tum fcilicet yy = ^(jzax-xx^ ; 

bb ^ V 

unde 5 = f — tang.(p.Jcx(a^|x). Sit j; = ^a; erit S = 2Wtang.(p.|ia =s 
aa 

|a6.itang.(p. 

Idem dicatur de ungulis ex feftipnibus cylindrorum parabolicorum & hy^ 
perboUcorum genitis. 

Objervatio. Ex formula -. = fyytang.(p fequitur: ungulas, feftionibus 

CLX 

ejusdem folidi per eandem in bafi reftam transeuntibus faftas, inter fe efie uti 
tangentes angulorum^. Verum haec ratio tantum fubfiftit, quamdiu tang.^ 
eft poflibiUs, feu quamdiu planum AMM*B cylindri lateribus occurrit Quando 
autem anguU (p tangens fit impoflibUis, feu quando angulus ^ fit 90®; figni f 
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I 

feu 00 introduftione monemur: non amplius de ungulis agi pofTe; nec formu* 
lam pro ipfis traditam pofle ad capacitatem folidi , plano bafi normali a cylin^ 
dro abfciffi, determinandam applicarL 

§. 133. JEquatio difTerentialis fuperficiei curvae angularum ex iisdem 
principiis deducitur. Sit nempe z arcus ^iVfegmenti bafis WN*B, & fit S 
fuperficies curva ungulae; fit ~ » JViV=iytang.<p: unde res ad calculum in« 
tegralem reducitur. 

Exemplum prinmm. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis re£bis, & 

fit AB^v diameter bafis: erit ??= ^: Iiinc. —^rXzng.(f\ ^=rxtane.^. 

ax y Ax 

Sit x=3 2r; erit 5= orrtang.^ = irxrtang.f : proinde lioc cafu etiam fuper- 
ficies curva ungulae abfolute habetur. 

Sihotmm. Eadem, quae §• praecedente, de impodibilitate applicationis ha- 
rum formularum ad cafum, quo 9 = 90^, obferventur. 

Exmptvm fecundum. Solidum cylindricum fit cylindrus ellipticus, & fit jiB 
axis alteruter elUpfis* 

i^. Sit AB^saanxis transverfus, 2b axis fecundus, fitque aa^bbseg; & 

abfcifla x axis AB fumantur a centro : erit ^ = — tang.^y(? xx); cujus 

ax aa ^ee 

formulae integratio non ab reftificatione eUipfis, fed a quadratura tantum circul/ 
pendet Nempe eft 5 =s |^^arc. fin.^+ ^ >^(? xx)^ tang. ^. 

Sitx=a; fit 5=3|^f!arc.fm.^+fli)tang.(p, & fuperficies integra u£IMf '-BiV^iV 

eft (^arc.fin.i+fl*)tang.(^. 

Stholium, Arc.fm.-= 4-~^+i'4— • ^ • • • (§-'79.) Mnc 

^3rc.fin.-= VO— iri+iTx— . • • O' vroinde cafu, quo/ = o, fisu quo 
Wis eft circulus, fit 5=a(aa+a&)tang.9 s adatang.^ (ut prius). 

a». Sit JB axis fecundus = ib: crit ^= —^aaxg.^ir^^ + xx}; cujus 
formuke integratio non a redtiftcatione ellipfis, fed ab quadratura hyperbolae 
(eu 9. logaritibfflis pendet Nempe eft 



m 



S =r |.^tang.<*r(^ + x*) + ^V. 



^ y-rL+xx^+x 






»&d 



bba^b^ — + * 



Sit X = b; fuperficies integra eft |^taBg.^(— +— k)g._i 



bb 



= («, + ^og.^)tang. <?«(«.+ ^og. r^-^tmg. <p = 



r ^ 



Siiotium. Log. T^- 






(«a+^log.r!li 



jL+i4+i4 + 



tang.^ 



. (§.6t»); 



hinc *hog.r^' = «C«+i- + i^ + • • • .) 
Unde, fafto » = o, fuperficies propofita eft 2«tang.<p (ut prius). 

Eodem modo oftenditur: luperficiem ungularum parabolicarum attfabfcH 
lute haberi, aut ad logarithmos reduci; & fuperfides ungdarum hyperboliea* 
rum (feftione per alterutrum axem genitarum) a reftificatione hyperbolae noa 
pendere, . 

§. 134. Sofidd conica afiud conftituunt fofidorum genus, qoomm confi- 
deratto firequenter occurrit, 

Sit figura qusecunque plana polkione & magnitudine data. Sit etiam pun- * 
ftum quodvis extra ^anum figurae pofitione datum; & refta per hoc punftum 
dufta circa perimetrum figurae rotetur. Refta haec ita revoluta gignit /«;»«(7S. 
tim conitam, cujus verux eft punftum datum. Refta ex vertice ad punftuin 
aliquod perimetri bafis du6te coincidit cum finea genitrice ea pofitione, qua per 
punftum hoc perimetri bafis transit;' ideoque refta haec tota in fuperficie co- 
luca jacet , & dicitui Uuus fuperficiei conicae. Sofidum, fignra data & iuper- 
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ficie conica terminatum, dicitur cmmi, feu folidum conicum; & figura ipfa ejus 
bqfis. Refta ex vertice in planum bafis perpendiculariter demifla vocatur altittulo 
coni. Si bafis habet centrum figurae, & altitudo coni piano bafis in hoc cen- 
tro occurrit; conus vocatur reSus: fi fecus; conus eft obRquus. 

Si conufi plano fecetur bafi parallelo: figura feftionis bafi fimilis eft; & 
dimenfiones homologae feftionis ac bafis funt inter fe uti diftantiae plani fecan- 
tis & bafis a vertice coni. 

Sint duo coni aequealti; bafes eorum in eodem plano jaceant, ita ut ipfi 
fmt verfus easdem hujus plani partes fitL Altitudo communis duorum cono- 
Tum dividatur in partes quotcunque aequales ; & utrique infcribantur ac cir- 
cumfcribantur prismata aequealta ad normam § primi exempii tertii; quorum 
bafcs fint figurae fimiles feftionibus fimul infcriptae aut curcumfcriptae. Duo 
prismata in utroque cono fibi invicem refpondentia (feu a vertice coni aequali- 
ter diftantia) funt in ratione conftanti bafium fuarum, feu in ratione figurarum 
bafibus conorum fimul infcriptarum aut circumfcriptarum ; proinde & fummae 
horum prismatum funt in eadem ratione conftanti. Quare & limites harum 
fummarum, nempe duo coni, funt uti limites figurarum bafibus infcriptarum 
& ckcumfcriptarum, feu ut ipfae bafes. Ratio igitur duorum conorum aeque- 
«Itorum aequalis eft rationi bafium eorum. 

Atqui ratio bafium aequali^ eft rationi cylindrorum aequealtorum bafibus 
illis infiftentium. Proinde coni aequealti inter fe funt uti cylindri aequealti iis- 
dem bafibus^infiftentes. 

Sed conus circularis eft pars tertia cylindri circularis aequealti fuper ea« 
dem bafi. Proinde conus quilibet pars eft tertia cylindri aequealti eidemque 
bafi infiftentis. 

Determinatio igitur capacitatis cujusvis folidi conici reducitur ad d^termi^ 
liationem bafis. 

§• 135« Secus autem res habet quod ad fuperficiem folidorum conico- 
rum. Notum eft , fuperficiem coni refti circularis a circumferentia circuli pen- 
dere. Determinatio autem fuperficiei coni circularis obliqui (cujus inveftiga- 

tioni 
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tioni tot tantique mathematici incubuerunt) nequidem ad reftificationem fefticn 
num conicarum terminis finitis poteft reduci. 

Omifiis cafibus particularibus, quibus compendia quaedam poflunt indaga^ 
tioni fuperficierum conicanun adhiberi, methodum omnium univerfalifiimam | 

disquifitionem hanc inftituendi ftriftim exponam. 

Sit jiMB bafis coni; iS vertex ejus; SP ipfius altitudo, quae plano bafis in Fig.37# 
P occurrit. Plano bafis circumfcribatur figura quaecunque reftilinea ; per fin- ^ 

gula figurae bafi circumfcriptae latera & per yerticem coni agantur plana; quae 
conftituent fuperficiem pyramidis cono cbrcumfcriptae. Sit JRT punftum conta- 
ftus unius ex lateribus; in quod ex vertice S demittatur perpendiculum ST* 
Sit c latus figurae bafin in M contingens. Ducantur SJU, PM reftiae. Super^ , 

ficies trianguli, cujus hoc latus eft bafis, & cujus vertex 5, eft |rx5r3S 
le X SMiin.SMT. In angulo folido M, cujus acies funt UPy MS, MT, du39 
facies SMP^ PMT fibi invicem funt perpendiculares : proinde co{. SMT ^ 
co{.PMTco{.SMP; 6c rm.SMT=:'r(i^co(.^PMTco{.^SMP). Supefficies co- 
nicaponatur =S, &3rc\isjiM=z: erit ^ = ^SMT^i—coL^^PMTcof.^SMP) \ 

= iT(SM^^PJIPcoL^PMT^ 
3 iyiSP^-hPJIl^Rn.^PMT). 
Atqui ex aequatione data bafis datur angulus PMT per PM & per angulum 
APM v. gr. ; daturque etiam exponens differentialis j^-: proinde res ad cal- 
culum integralem femper reducitur. 

Exemplum. Bafis fit circulus, cujus centrum C, & radius CM; & pun- 
ftum-Pjaceat intra circulum. Erit fin. /'Jlfr = cof. CJ»/^; PMfm.PMTzs 
PMco{.CMP^ CM-^-CPcolMCR Sit CM= r, SP= h, CP= a, MCP=z: erit 

'^ = ^rir(hh+rr^2arcof.z + aacoL^z). Sit hh + rr^bb; ar = r; fit 
^ =. |rr(W-acof.«(r-flcof.«)) = |ferr(i-|cof.;g("'^^^^^^-^)) 
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Unde, rumtis integraUbus arcui z « 180« refpimdefltibtis. faperficies integrt 
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Series haec eo promtiusconvergit, quo ftfeu 7^Chh+rr) major eft refpeftu 
& r, feu n & 2tr. Eanititur hoc principio: quod, fifuerit -— « cof.«"«, eft 
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Z =s ,J — 2 2L TT, integrali fumto pro z ts igo^* 
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Eodem «lodo ferie^ obtinetcur admodum regnlam pro «^=90^, ex integra- 
tione formularum ^ =3 cof.^«+i«^ fafto z = 90®. 

His (introduftionis loco) de folidis cylindricis & conicis lirevlter prdemifliSy 
pergo ad confiderationem folidorum magis univerfalem. 

§. 136. Quemadniodum punftorum in eodem plano jacentium fitus mutui 
omnium frequentiflime determinantur , pun£hi haec ad dims reftas fibi invicem 
Aormales referendo per reftas ad eas perpendiculariter aftas; & quemadmo* 
dum curvarum in eodem plano jacentium fymptomata felici fucceflU determi^ 
nantur per relationem mutuam perpendiculorum, ex finguiis curvarom harma 
punftis in duas reftas fibi invicem normales demiflbrum : ita etiam fitus mutut 
punftorum in fpatio fitorum faepiflime determinautur, punfta haec ad tria plana 
fibi invicem normalia referendo per reftas ad haec plana perpendiculariter aftas; 
pariterque tam curvarum in eodem piano non jacentium , quam fuperficierum 
curvarum, & felidorum fuperficiebus his terminatorum fymptomata firequen- 
tiflime determinantur per relationem mutuam reftarum, ex fingulis curvarum 
harum aut fuperficierum punftis in tria plana pofitione data & fibi invicem nor« 
malia perpendiciilariter demiflarum* 

sx rsx XSZ 

Sint ST feftiones communes planorum XST^ TSZ fibi invicem norma- T\il.%% 
SZ XSZ ZST , * ^ 

lium & in punfto ^ fibi mutuo occurrentium. Sit M punftum aliquod in 

fpatio, ex quo agatur refta SP plano -XSZ perpendicularis. Tum ex pun- 

fto P agatur refta K^ reftae^ SX perpcndicularis. Reftae PQ, 5Q refpe- 

ftive aequales funt reftis ex eodem punfto Jlf in plana TSX^ TSZ perpendi<« 

culariter a£tis. Proinde punfti M fitus in fpatio detetminatur tribus reftis 

MP, PQi, sq 

in plana ZSX, TSX, TSZ perpendiculariter aftis, quae vocentut 
y, «, X. 
Hinc V. gr. determinantur tam diftantia SM puiifti M a vertice S^ quam 
inclinationes re6be hujus^jlf ad tria (dana propofita: fit enini 
SU^ s= HP^ + ZS^ =3 iiri^*+FQ»+5Q* 53 yy^fzz^-xx. 
^ Cc tang. 
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§. 137. Tria plana, Z&Y, r^X, 27Z nonnifi majoris facilitatis gratia 

fomontur fibi invicem perpendicularia; quaecunque enim de hoc fitu illorum 

planorum dicuntiir, facile poflimt ad alium quemcunque fitum transferri. 

nk.<s. i**. Per S agatur quodvis aliud planum i?, quod plano ZSX in refta Sf^ 

^** occurrat fub angulo dato »; & angulus XS^vocetur €, Ex P pun^ agatur 

PR ipfi ^Fperpendicularis; dc planum per re^sifP, PR du£him occurrat plano 

propofito in Xr refta: in quam ex pun£^o M agatur ^rTperpendicularis, quae 

proinde erit plano propofito 7i?^perpendicularis; & angulus PRr eft angulus a, 

fub quo rRF" planum inclinatur ad planum ZSX. 

Erit (§. las.) Z»^ = PQ.co{.C+SCt6n.e 
SR = 5Qcof.ff— /'Qfin.tf 
Jf2X= PRGnM^MPcoU) 

= /»Qcof.Cfm.a+5qfm.^fm.ot— Jf/^cot» 

RThs PRcoU+JUeGnMy 

^ i<ico£^cof.«+ 5Qfin.f cof.«+ JWfin.*. 

Proinde tres rea» SR^ RT^ MT, quibus punai M fitus refpeftu plani ^ de- 
terminatur, habentur per angulos », C, & per reftas MP, /»Q, SQ, expreffie. 

2°. Planum propofitum J?' non transeat per S; fed reftae SX occurrat in s\ 
& plano ZSX in ST*. Per 5 agatur refta Sf^ ipfi S'^' parafiela, & per sr 
agatur planum R plano J?' parallelum. Tum iisdem, quae in cafu praecedente 
faftis, occurrat PR ipfi ST' in *', & iirroccurrat in r* plano R'; ac proinde 
fit R'T' ipfi *T parallela. Erit 

RR'=SS'Rn£, unde P^'=/^cof.^+SQfin.e+S<s'fm.ff 
S'J?'=SJ?+S5'cof.C, feu s'R'=3Sq,co{.C'Pq.&n.€+SS'coU 
R^T^^RT+R^R cof.« , feu J?'r'=/^cof.Ccof.«+5Qfin.Ccof.«+JHPfini(«+SS'fin.^coi:« 
MT*=:«T+R'Rimji, feu .Mr=/»Qcof.Cfm.«+5Qfin.Cfin,«-JKftof.«+^^'fin.Cfm.«. 

Vicif- 
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Vlciffim teetx UP» PQ, SQ, exprimi poffunt per reaas S'R\ R'T, Mt, 
dmul cum te&a. SS' 6c angulis a & €. Fit enim 

5Q =3 S'ie'cof.^ + RYfm.CcoLa + aTrm.eCm.»-^S* 

PQ s= — 5'je'fin.g + iP'r'cof.ecoi:» + iirr'cof.€fm.« 

JOP « .RT^fm.» -«T^coC*. 

Corottmum pritmm. Sit iHT'=:o; feu planum R' $et M transeat Edt 
MP =» 4f^'fin.a 
i^Q 3 -5'ie'fm.€ + JP'ilfcof.gcof.« 
SQ =s 5'ie'cof.€ + i?'JIffin.^cof.«-5.S'. 

Corollarium feetuuhm. Obfenrandum eft: re^ S'R', R'T, MT per ffeftas 
MP, K^, ^Q ita determinari, ut in expreflionibus ipfarum reAae MP, PQ,, •SQ 
nulta alia operatione invicem conneftantur praeter additionem aut fubftraftio- 
nem , feu priorum reftarum exprefliones efle primi tantum gradus {un£tione8 
pofteriorum. 

§. 138. Stt Jlt aliud punftum, ex quo agatur Mtp' te^ planp ZSX per^ Fig.38. 
pendicularis; & ex punfto p' agatur PQ^ refta ipfi SX perpendicularis. Tum *** 
agatur etiam PP' refta: ac fmt /^' ipfi PQ^, Mm ipfi M'P perpendiculares. 
Sint M'P, PQl, SQ:, 

y\ z, x' refpeftive. 
MM'»=:JISm'»+M'm'*=PP'*+M'm'»siI^'»+Pq»+M'm'* 

undeJHH' * =n(* -*)*+(«'•«)* +(y-y)*) 

Angulus M'J»u' ille eft, quo Jim' refta ad planuiB ZSX inclinatur; atqoe 

tang.iH"iHb » ppT- r((*--*)» +(»'-«)«) 
^^^^ '^ r((*.;0*+(*"-*>^+(y'.y)») ' 



cof.jH'jifc. = rr. [t'T^[^/S' ..y 

^ (y -y)* +(*-■»)'+(«-*)* ^ 



Obfervutio. Refta pp' projeftio eft orthographica r^ftae MM* in planum 

Cc z ZSX', 
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2SX; & ratio re6be JSfAf ad projeAionem fuam PP' aequalis eft rationi radii 
ad cofinum anguli, quo reAa MM' ad planum ZS^ inclinatur. 

Univerfim notum eft: figurae planae cujuslibet in plaiium aliquod ortho- 
graphice proje£be rationem ad projeftionem fuam aequaiem eiTe rationi radii ad 
cofmum anguli, quo figurae Iiujus planum ad planum projeftionis indinatur. 

§. 139. Porro fit & tertium punfhun Af*. Sit pariter M^P' plano ZSX^ 
& P'q' reftae SX perpendicularis. Agantur mm\ M'm' reftae; & fmt Pq\ 
Mm reftis p'^', M^P' perpendiculares. Sint ^'f* ^>' ^ refpcftive. 

Erit MM" = >^((*'-*)»+(y-y)»+(a-a)a) 
JlfV = r((*'-*y+(y'-V')«+(«'-»')»). 

Hinc determinatiu' area trianguli MM'm' per formulam notam 
j^j^j'^j'^y>/ MM'+M l^-^MM" MM'-\-m'm'-m'm' MM'-MM'^m'm' 'Mm'^MM'*M'm' \ 

r 2MM'*.MM'* —MM'*! 
^^'r^+iMM^^.M^M^^ — MM^ L 
[+2jlf M*». mV» — M V*J 

Item PP' = n(*-*)*+(»-»)0 
PP' = r((x'-x)« + (»•-»)>) 

p'p'=: >^((jf'-jf')» + («!-«')»): unde pariter determinatur area trian- 

guli PP'P', 

Hinc etiam determinatur capacitas trunci prismatici triangularts 
JfM^itf^P^P^P, cujus expreffio eft PP'p'x ^^'^^'^''*'.^*^ ''. • 

Hinc quoque infertur angulus , fu6 quo planum trianjguli MM'^f ad pla- 

num 25jr inclinatur; cofinus enim hujus anguli eft -i--,. Ad fequentia 

MMM 
autem praeftat , angulum hunc paulo aliter inveftigare, ut fequitnr. 

§. 140. Reftae M'My MlM produftae, reftis p'P, P'P in punftis t\ "f 
occurrant. Reftae pr', PT' dantur mi^nitudine; fit nempe 

,7'-..Px^-,xnc£^-:^. 

In 
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f In triangulo "fFf dantur angulus T*PT'(ssp'pp"y, & crura hujus anguU 
PT\ PT'; proinde datur re^a T'r = r(r'P*-ar'P.iT'cof.r'iT*+iT''«). 
Sit PT ipfi r^r^perpendicularis; erit PT = T'P.PT'Rn.T'PT' 
T'P^. PTTin.T'? !^ 

"= )^(r'p' - ar^p . pr"cof.r'/>r^pr'*)* 

,,««/ ^^P^ AfP r(r'P»- ar'p . PT^co f.r'PT^4- PT^O 

Hmc tang.jif rp( = fp):= ~ — !r'P.Pr*fm.r' pr' 

Exemplum. Angulus P'/»!^ fit reftus: fit tang.Jlfri» = ng.js. 

rr » ^''^K V + . . ^'"^^^ ,Y Sint autem funul plana MPP3t', ^*** 
MPP^M', planis JSX", 73Z refpeftiveparallela; & proinde **=*, a'=3a: erit 
tang.ilfrp = '^C(^)' + (^i^*)- Po"o angulus TPQ^ ifle eft, fub quo 
$X, r^r^reftap ad fe invicem inclinanturi ^gulus hic fit aequalis angulo T\ 

« Pj' 8-3! JC-Jf 

cujus tangens eft — -r = — — : -i — . 
^ " , PT y-if y-y 

§. 141. Hisce praemiflis de ptm6Hs in fpatio, quorum fitus mutui nulla 
relatione determinata fecum invicem conneftuntur: pergo ad praecipuum dis- 
quifitionis kujus caput, ad cafmn nempe, quo punfta relatione aliqua data vaf ' 
ter fe conneftuntur; |ita ut locus punftorum M fit fuperficies aut curva aliqua, 
xelatione quadam inter perpendicula MP, PQ* SQ determinata. Quem ut, 
quantum potero, luculenter explicem, ab ezemplis ommum fimplidlBmjs 
ordiar. 

Exeti^iim pnmim. Detur fumma quadratoram perpendicnlorum JtfP, P9, fwag, 
SQ; fumma h%c eft MS* (§. 136.) : proinde refta SM datur magnitudine, dc '^* 3°' 
punfta M jacent in fuperficie fphaerica, cujus centrum eft S, & cujus radlus 
magnitudine datur. 

Quoniam fumma MP* + PQ* + SQ* datur magnitudine : fi refta MP ejus-, 
dem manet magnitudinis, 6c proinde punfta M in plano pofitione dato & plano 
;?5.X' parallelo jacent; fumma PQ* + S<^* .feu SP* pariter datur magnitudine. 
Agatur MN reftae SP parallela, quae ipfi ^r in 2V occurrat Refta NM= SP 

Cc 3 etiaiQ 



'ao6 

«tiam datur magnitudine; & proinde punfte K fita funt in dircumferentia cir* 

culi, cujus centrum 2yr& radius NM— SP. 

Hinc difcimus ; omnes foiidi propofiti feftiones pknis ZSX, TSX, TSZ 
parallelis faftas effe circulares, & centra harum feftionum jacere in refta per- 
pendiculari plano dato, cui plana afta. funt parallela; ideoque folidum propofi- 
tum dl folidum rotationis circa quamlibet reftarum SX, ST, SZ. 
flg.^ Secetur idem folidum alio quocunque plano per reftam sY transeunte. 

*"• Sit angulus , fub quo hoc planum ad planum ZSX inclinatur = •, & angulus 
^'s'x=€; fitque ilf punftum aliquod perimetri feftionis. 

Quoniam (§. 137O ^^ = ■*^'fin-« 

PQ = ]liR'coUco(.€'S'll*rin.€ 

SQ, = Mll'coUrin.€-i-S'R'coL€'S'S 

PQ»+SQ* = Jirje'»cof.»«-a^^'xJH*cof.«fin.C+S'*'»-255'xS'«'cof.€+S'S» 

ZiMP'+Pi£+Sit^ JlfJP'» -iSS'y.MR'coUrin.C+S'R'*-2SS'xS'lt'co(.e+S'S* 

= (JHJ?'-5'5cofu»fm.O* + iS'R''SS'co(.C>''+ SS'*Cm.^»rm.»€, 

quae eft aequatio drcumferentiae circuU; proinde feftio foUdi plano quolibet fefta 

• eft circulus (uti notum). 

SchoHum. Ex formula JHP> + PQ.* + SQ»-55'» fm.»«fin.>€ = 

(JlfJ?*— S'Scof.«fin.O* j-tis duabus trium quantitatum SS', ct, €, tertia/ic 
+(S'je'— 5'5cof.C)* * 
determinatur, ut planum duftmn tangat (fi fieri poffit) foUdum propofitum.; 

fefto nempe ^5'fin.«fm.C = n«^+«i*+^^*>= ^^ ^* ^*^ ^^ P^"^'"" 
aftorum feorfim agere praeftat. 

Exef^hm fitumdMm. Summa quadratorum reftarum P9, sq habeat ratio- 

nem datam ad quadratum reliquae MP. 
F!r 38. I- Magnitudine reftae MP manente eadem ; fumma quadratorum reftarum 
^''•^^'^•pp SQ feu quadratum reftae SP, pariter eft datae magnitudinis. Proinde 
feftiones'foUdi propofiti, planis plano ZSK paraUelis feftae, funt circular^. 
Quoniam ratio Jlf P : SP feu SN : JVJMT datur : in triangulo MSN reftangulo 
ad N angulus MSN datur magnitttdine ; ideoque 5Jtf eft latus conirefti, cu- 

ius axis eft sr. Sit 4» angulus datus rSM. „ o ii 

Ilt Rgcia- 
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U. Refta SQ eadem manente, quadratum te&x MP eft ad quadratum 
te6t3d PQ fpatio data au£hun, in ratione data; proinde omnes fe£tiones planis 
plano ZST parallelis faftae funt hyperbolae fimiles. Ejusdemque indolis funt 
feftiones planis plano TSX parallelis fadte. 

IIL Solidumpropofitumplanofecetur quocunque, quod plano Z«SX in iSV' ^i*^ 
refta occurrat iub angulo a, & fit angulus xs'r* = 6. 

^fl; PQ^+SQ^sSJt^ = MJt'^cof:^a+S'Jl'^—2SS'xMR'coUrm.e,^^t^ 

^2ss'xs'xcof:.e +**• 

et JUP^ = JK«'«fin.*tf; 

proinde MRHm.'m : MJl''coL'a+S'Ji''^2SS'yi^Jif^^^^^^ i : tang,^<p : 

unde Jlf^'«cof. «a : (5J?'- *S*S cof.e)^+ (iU^ cof.fl6- »S5'fin.e)» =cot.«flt : tang.'(p. 

i<>. Sitcot.a=tang.(p: erit (5*'.cSiScof.O--^^''cof.'«-(iIfi?'cof.tf-5<s'fin.Q« 
= (2ilf^'cof.a-iSiS'fin.e)x5*s'fm.€; proinde feftio folidi efl: parabolica. 

a^. Sit cot.a<tang.(p; 

(^je'.4Si$'cof.O^=^*'^fin.^*tang.*<p-(JH»cof.tf-55'fin.O* 

=(ilf/{'(fin.atang.(p+cof^)-w'fin.e) («'fin.f-ilfli'(col^fin.atang.^J 

«CAf Je'^^5^ ->S5'fin.O (5^ 

cof.(p ' cof.(p -^ 

_ cof(p-tf Cof.(p-H&/^^>flfin. 'fltfin.^cof.^(p / jjf p L,y,y ' ^^n-^^^Qf-^cof-^^^P Y^ 
cof.^(p ^ cof.(p-fltcof.0^ ^ cof.^.acof.(p-fa-^ y • 

Quare feftio eft ellipfis, fi fuerit cof.(p— fltcon^p + a quantitas pofitiva, £eu 

^ + tf < I go^ ; hyperbola autem y, fi fuerit $ 4- a > 1 80°. 

Et quoniam fpecies feftionis pendet ab cofefficiente cof.^— *cof.$ + tf, 
omnes feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Exewptum tertiunt. Summa Ml^+PCl^ femper fit reftangulo fub refta NS Fig.3g. 
& fub refta aliqua data 2p aequalis» i®.«3^" 

Igitur SJ^ = MN^ = 2f X SN; proinde folidum propofitum gignitur rotatione 
parabol», cujus vertexiS, parameter op, & axis ST. 

Secetur folidum plano ipfi rsz parallelo: refta^S^ manente eadem, erit 

P9*=2pXMP— «S9*; proinde feftio eft parabolica: idemque valet de feftioni- 

bus plano TSX parallelis. 

Sece- 
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Secetur autem folidum plano per isT' transeunte. Erit 
Fij.S8. (S']l'-SS'cot€)*+(MJl'toU^SS'CiTi.ey = 2pxMR'Rtf.a. - 

i*^. Sitat=9o»; ideoquecof.apso: eTit(SJl''SS'coLS)*'(SS'{ia.€)'^=2py.MR'. 
Proinde omnes feftiones planis plano ZSX perpendicularibus hOx funt para- 
bolae', quarum parameter ip eft eadem quae parabobe genitricis. 

3^ Sit a > 90». Fit (5'i?'— 55'cof.O» = 
cof.««(ptang.*fec.««0'tang.»+255'nn.O-(ilf^'.fecui(ptang.«+5<s'fin.O)». , 

Seftio igitur eft elliptica, & fpedes ellipfeos pendet ab angulo tt. Pro- 
inde'omnes fediones planis fibi invicem paraUelis fa£be fimt iater fe iimiles. 

Ut feaio poffibUis fit, debet effe 
Ifif'— fec.a(ptang.«+,S5'fm.O <kc.ay(j>t»ag.a(pt»ng.a.^-2SS'Cm.€)); &fifu'erit 
Jir^'= feca (ftang.«+&s'fm.O + fec.«>^(ftang.«(f tang.*+25<s'fm.Q), planum 
duftum tangit fuperficiem propofitam. 

Pauca haec exempla fufliciunt ad dijudicandum, quomodo ex relatidne 
data perpendiculorum MP, PQ, 5Q fymptomata folidi pofTunt deduci; & no- 
i^inatim, quomodo ex aequatione hac proprietates,feftionum ejus, planis pofi- 
tione datis faftamm, infenmtur. Et qumuam aequatio corvae, q[Uae eft feftlo 
folidi propofiti per aliquod planum, orltur ex aequatione data inter tres perpen- 
diculares MP, PQ, 5Q, fubftituendo valores harum linearum per reftas MR'^ 
^ SR' expreifos; neque hae in valoribus iftis alia operatione praeter additionem & 
fubftraftionem afficiuntur (§. 137.): gradus aequationis profeftione ortae fupc- 
rare non poteft gradum aequationis, quae relationem trium perpendiculorum 
MP, PCi> sq, determinat 

§. 142. Traoseo ad plana contaftos fdidorum genenditer coofideratorum. 

Situs plani cujuscunque determinatur per duas reftas.fibi mutuo vel paral- 
lelas vei occurrentes. Proinde ut determinetur planum, quod propofitam fu- 
perficiem curvam in punfto dato contingat; determinandae funt duae reftae ex 
hoc punfto duftae, per quas planimi' hoc agi debeat Secetur itaque folldum 
propofitum duobus planis per punftum datum.transeuntibus: tum determinatis 
feftionum aequationibus (juxta §. X41.) ducantur (Cap. V-) reftae, quae fe- 

ftiones 
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edones gemtae in puaBo dato contiiigant Planom per duas has tangentes 
transiens erit planum contaftus,. 

FacilUme autem propofitum peragitur, fi folidum ad tria plana ZSX, TSJT» 
TSZ fibi invicem perpendicularia referatur per redas planis his perpendicula- 
riter ordmatim' applicatas; {pariterque duae feftiones fiant planis duobus ex illis 
parallelis: proinde tertio perpendicularibus. 

Sit igitur M pun£hun datum in fuperfieie Mdi» ex quo in planum ZSX ng.jc. 
perpendicularis demittatur MP. Tum per reftam MP agantur duo fdana ^ * 
M^MPf M^MP, planis HSX, TSZ refpe£tive parallela; & re^, quae in punfto 
M feftiones planis M^MP, MlMP faftas tangunt, plano ZSX va.T ^T pua« 

ftis occurrant. Erit (§. 40.) ^^.^ d«; hincT^rsyr^C^^+C^*)- 
Sit PT ipfi TT* perpendicularis; erit 

tang.«7y => ^ =» '^((^)*-»- (^O = »^(tang.»ilfr'/»+tang.*-»rP). 
fec.^i'=r(,+(|)»+(^») 
colUTP » 3-? 5 



rui.«TP=r 



r (^'■^(^'' 



[•^^•■^(^ 



Exmphmfrimm. Curva iti plano Jlf'irP defcripta fit circulus» cujus rsH 
dius r; & curva in plano itMP fit parabola, cujuis parameter 2p* 

» = ,,x,^ = r(|)'=-^ . , ., 

i»iig.Mr/> = rGi^+^> 



ExmphmjMmAm, Aaab» curwe id pbotf M'MP, M'MP fint drcuU, 
quorum radii r&r: 

§. 143. Ex pr39ccdentibtts deduci etiam poffunt capacitates folidonim 
(five non fmt rotunda, five ut talia non conliderentur), dummodo feftiones 
corum planis fibi invicem parallelis fadae juxta datam legem crefcant aut de- 
crefcant 

Etenim folidum propofitum fecetur planis.fibi inviccm parallelis, & quo- 
rum diftantiae fmt v. gr. «quales. Tum folido infcribantur & circumfpriban- 
tur foUda cylindrica, quorum bafes fmt feftiones folidi, & altitudo communis 
fit diftantia duarum feftionum fibi proximarum. Fruftum folidi inter duas fe- 
ftiones vicinas comprehenfum, majus eft folido cylindrico ipfi infcripto; minus 
autem circumfcripto. Atqui ratio aequalitatis limes eft rationis horum folido- 
riun cylindricorum; ergo a fortiori ratio aequalitatis iimes eft rationis frufti fo- 
lidl ad alterutrum horum cylindrorum. Quare pofita diftantia communx dua^ 
rum feftionum vicinarum = /Ix, area feftionis folidi =5 /, & capacitate folidi 
=5: erit lim.^ = /; ideoque j* = ^- Data igitur lege , juxta quam fe- 

ftiones / crefcunt aut decrefcunt; datur exponens differentialis ^; & proinde 
res ad calculum integralem reducitur. 

f]g^2^. Exempkm primum. Sit ASADD^ paraboloides, gyratione dimidii fegmenti 

parabolici SAC circa axem SC genita, quae fecetur plano MZSt bafi ADA per« 
pendiculari, & plano SDD' per axem transeunti parallelo. Seftio MZNt pari- 
ter erit fegmentum parabolicum; nempe ZP^SCx '^^^^ ^ = SCxf^, 

Igitur ZMPi=iMP.ZP) = ^.^, &ZMS^=siSCx^. Quare pofi- 

4 

tis CPsx, SCsah, AC^rx erit ^ =*.|6x^Il^. Unde 



Ssstx «— -. Sit xstr: ent SsaUrrp. Unde 

rr » * 

fegmentum JW^Zilf'=fc(|rrarc.fin.^^^^Zlli^— |:«r(fr-*x)S!^I^. 

Exmplum fetmtdum. SoWdiasa jISA' DD' fit dimidia ellipfois, quadrante elU« 
pfis SJC circa axem 5^C rotato genita. Sint jfCS, DSU\ ACD tria piaaa fibi 
invicem perpendicularia; & fit ZJUM' pla;ium plano DSD' parallelum. 

Smt SC^a, AC=b, CP^x: erit ZP^l.MPi M2P=^ yxMPy.ZPm 



jp^j.MP^; MZM'^p.t,MP* «i7.^(W-x*)=^; unde5=f .^(A*x.|*») 

« p.^x{^bb+{MP*^. Sit x = b; fit ^ = lobb Xp. Hinc fegmenti MAZJlt 
capacitaseft (!«*(*-•»)— |(|*.JI-P*)p. 

Exmplum tertvm. Solidum propofitum flt conus reftus .^i?if *, qui fecetUT Wg.^fii 
plano paraboiico MZM' lateri &(^ parallelo. ' * 'f - 

Hoc cafu eft ^ = MZM'i:m.ZPA. 
dx 

^MZM'^ i.MP.ZP; ^ « |iWPxZi^B.^A*- K'--*)>^(«'-«*)fin.SA/} ^ .; 

,S = (|r*>^(rr-*jf)+ |r3arc.fm.-— |(rr-:t*)^yin.5'^^ + C 

Sit 5 = 0, quandoxsso; Cs=4r3fin.5/f^. 

. Hinc S::^iCJC^- MP^ym.SJ^'\r^ACxCPx MPRn.SJj+ ^AC^X MDCin.SuiJ'. 

Stholiim. . Principiorum capite hoc explicatorum ad fuperficies folidorum 

non rotundorum determinandas applicatio non aeque facilis eft ; ob perpetuam 

mutationem angulorum, fub quibus plana fuperficiem tangentia ad plana fe^ 

cantia contigua inclinantur*: neque magnam ad hunc fcopum utilitatem formu^' 

1« inclinationum plaaorum tangentium.ad plana, ad quae fuperficies refertur, 

§. 142. exhibita, afferre pofle mihi videntur. 

§. 144. Progredior ad curvas dupticis curvaturae diftas, feu ad curvas in 

eodem plano nop jacentes, quarom fymptomata principiis caplte hoc ftabilitis 

determinantur. (fl) 

Dd a Sit 

(a) De hifl carvU primiM {pqgom. ofMifciilaQi (eAf&t fpgtdflnifis CLMii^MaTf vbc ief* 
v decim annos natus, fob titolo: Traite' d%s Courbes d doybk Cour6ure, Paris 1709. 



Sit M pun6him quodlibet alicujut cume duplicifl cumturas» quse refera« 
tur ad tria plana ZSX^ TSX^ TSZ^ fibi invicem normalia» per re£ba MP^ jPQ, 
f%,38» ^f perpendiculariter fibi mutuo ordinatim applicatas. Curvae hujus in pla- 
num ZSX projeftio orthographica determinatur per relationem mutuam abfcif- 
iarum 5Q & ordinatim applicatarum /'Q. Pariter ejusdem curvae in planum 
TSZ projeftio orthographica determinatur per relationem reftarum MP^ /'Q; 
denique curvae hujus in planum TSX projeftio orthographica determinatur per 
relationem reftarum MP^ 5Q. Hinc fymptomatum curvae duplicis curvaturae 
determinatio revocatur ad confiderationem curvarum in eodem plano jacen- 
tium, quae in planis ZSX^ TSZ, TSX funt projeftiones orthograph|cae curvae 
propofitae. 

Duabus autem harum projeftionum cognitis innotefdt tertia, Etenim data 
relatione perpendiculi MP ad unamquamque reftarum PQ^ 5Q (feu datis cur- 
vae propofitae in plana TSX^ TSZ projeAionibus orthographicis); datur etiam 
(quantum permittit imperfefta fundionum theoria) relatio reftarum /'Q, 5Q 
(feu projeftio in planum ZSX). Pariterque data aequatione fuperficiei curvae» 
in qua curva duplids curvaturae jacet, & una trium curvae in plana Z<SX, 
TSXf TSZ projeftionum; dantur duae reliquae. Data ^nim relatione mutua 
trium perpendiculorum MP^ PQ, 5Q per aequationem fuperficiei propofitae de- 
termiaata; dataque praeterea relatione duarum v. gr. reftarum PQ, 5Q per pro- 
jeftionem in planum ZSX: datur etiam relatio utriusque horum perpendiculo- 
rum ad tertium MP\ feu dantur curvae propofitae in plana rSZ, TSX proje- 
ftiones. 

" EjtimpJmm primtm. Projeftio in planum Z^SXfit ctfculus, cujus centrum S, 
^iradius r; erit ideo zz+xx « rr. Projeftio autem in planum rSX fit ellipfis, 
•eujus centrum 5, & cujus axes a, b in reftis SX, sr jaceant : erit itaque 

hinc zzi-xx as ^(W-jy)+*K = rr: 



b^ 
aa 

planum r£Z projeftio orthographjlctt eft byper boUca. 



unde zz « S(s^t-(^-«))- Curvae igitur propofitae in 

hvnerbolica. 

Exem* 
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Extmpkm fttuadum. Utraque projeftio in plana rsx, rsz fint pankbdae 
conicae, quarum axes jaceant in axe sr» quanun parametri fint af , ap'; 
dc quarum vextex communis fit S. 

Fit ideo ^yZ,lli hinc xx : sx=ip:p\ 6c x:z= Tp^lTp: quare proje- 
ftio in planum ZSX eft linea refta; uhde curva propofita non eft dupKcis cur- 
vaturae, fed tota in eodem plano jacet per S transeunte, & plano ZSX per- 
pendiculari. 

Secus erit, fi punftum S non fit vertex communis utriiisque parabolae, 

Sit V. gr. 2^'(^+y) - ;8»» ^^ 2py s zz-2bp ' 

unde p\xx—2ap) = /?(«ap— 2*p') 

feu XX =B £,2J5— a6/?+aap 

f 

=2 L^{zz^2bp'+2ap'yy & proinde projeftio in planum ZSX 
oP 
cft hyperbola, nifi fuerit b=a. 

Exemptum iertinm. Curva propofita jaceat in iuperficie fphaerica, cujus cen* ng.3t* 
trum S, & radius datus SM^ i?* Curvae autem in planum ZSX proje6io or- i^**4^* 
thographica fit circumferentia circuli, cujus radius r, & centri C inpIanoZ&JT 
pofitio determinetur per reftas CA^a^ Cb^ib^ magnitudine datas. 

Relatio trium perpendicuiorum x, y, z determinatur duabus asquationibos 

zz »aa±2ar(fr.(6.*)»)+rr.(i. jc)» 
j»+ap«=afl+2a)^(rr.(6.x)*)+rr.A*+a&r«JPJ?.5y: 
unde sy =2 J?^.aa»rr+ft*-a&Jf+2a>^(rr-(fr-jp)«). 

Sit V. gr. a =: o, & = o; ideoque centrum projeftionis fit in S, ygnRRssrr^ 
quo docemur, projeftiones in utroque plano TSX^ TSZ efle reftas plano ZSX 
parallelas; & proinde hoc cafu lineam propofitam eHk fimpUds curvaturae. 

SckoUmih Exemplo hoc continetur invefi:igatio curvae, qu9e eft feftio com« 
munis fuperficiei fphaericae, cujus centrum S & radius 11 ; ac fuperfidei cylin^ 
dricae plano ZSX perpendiculariSy cu]us centrum bafis eft C & radius r. Pa<* 

Dd 3 . tetque 
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tetque hoc exemplo: quomodo invefligatio fymptomatum feftionis conununis 
duarum fuperficierum ad determinationem fymptomatum curvarum duplicis cur« 
vaturae reducatur , quod alio adhuc exemplo familiari illuftrabo. 

Eximptum quartum. Sit hemisph^erium , cujus centrum S, planum bafis 
ZSXf & radius H: fit porro conus reftus; cujus vertex C jaceat in plano ba- 
fis hemisphaerii, itfi ut bafis coni fit bafi hemisphaerii parallela, feu ut axis 
coni fit bafi hemisphaerii perpendicularis. Difiantiae verticis coni a planis ISX^ 
TSZ dicantur Uf b\ & fit ^ dimidius angulus feftionis coni plano per axem 
transeunte faftae. Erit 

XX + zz -{- yy =3 RR 

(ft-jp)» + d^-zy ^ ^tang.»^ 

hinc xxkc.*^-2bx+bb+zz{ec.^^'2az^ » i?iPtang.*f 

feu XX .a*jrcof.^*Acof.«(p+«a-a«cof.*^+BflCof.'^=: RRriiL^^ 
feu (jr.*con*^)»+(a-acof.*^)* =yof.X^*-(«»fA*)cof.»(p). 

Projeftio igitur feftionis communis fuperficierum coni & fphaene in pla« 
num ZSX eft circumferentia circuli. 

Item fit ^*=afl4:afl)^(yytang.«f-(*-x)*)+yyfec.*^.W+afcx 

**=W + 2*?^(yytang.*^-(fl-:6)')+yyfec.»^.iia+202, qu« funt 
aequationes proje6lionum ejusdem feftionis in plana ZSJT, TSZ refpeftive. (a) 

'^SS» §• 145. Sint Mf W duo punfta curvae alicujus curvaturae, quorum pro- 

jeftiones in plano ZSX fint P^ P' refpeftive; unde eft PP projeftio chordaeJfJlf, 
punfta M, Jlf'jungentis, & P'r'projeftio fecantis. 

Quare UM'= r(Mm'^+Mm'^) = n^/^H^?«'*) = nAJf^+A«»+Ay»), 

et ^ = r(i+(^*+(^'). ExtendendoigituradcurvasdupU- 

cis curvaturae, quae vera funt de curvis fimplicis curvaturae, quod fcilicet ratio 

aequalitatis Ihnes fit rationis arcus ad chordam; — = '^(^ + C^) + (g^^O' 

& proinde exponens diSerentialis arcus curvae duplids curvaturae, & cujusvis 

perpen« 

(a) (Sxi} plort de hoc caplte volnerlt , conrolat Ex7X.eri JntroduSiofum ad Anafyfim 
injinitorum: Appendix de SuperfifiAiu. 
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perpendiculorum ex punfto aliquo curv» hujus in plana ZSX, ZST^ TSX de- 
miflbrum, per projeftiones curvae hujus in haec tria plana determinatur. 

Porro anguli ilfr'jPlimes eft angulus, fub quo tangens curvae in M ad 

dy 

planum ZSX inclinatur, & tangens hujus anguli eft — -; . ^ > Item 

anguli T'PCl feu PJ^qlimes eft angulus, fub quo refta PQ inclinatur ad pla- 
num per tangentem in JU duftum ac planp ZSX perpendiculare; & cotangens 
hujus anguii eft ~. 

§• 146* Quamvis methddus hic delineata proprietates curvarum duplicis 
curvaturae inveftigandi fit omnium univerfaliffima; occurrunt tamen cafus, qui- 
bus affeftiones harum curvarum brevius & luculentius aliis modis eruuntur; 
perpendendo v. gr. , quae ex propofita palmaria quadam proprietate harum cur- 
varum confequuntur. 

Proponatur v. gr. curva in fuperficie curva cylindri, quae ad fmgula ejus 
latera fub dato angulo indinatur. Expandatur fuperficies curva cylindri in pla- 
Aum; in plano hoc ducatur refta, quae fub dato angulo ad unum latus cylindri 
inclinatur: refta haec erit expanfio curvae propofitae. 

Pariter defcribenda fit in fuperficie curva coni circularis refti curva, qu» 
ad fingula ejus latera fub dato angulo inclinatur: fuperficies haec in planum 
expandatur ; tum in plano hoc defcribatur fpiralis logarithmica, quae ad radiosr 
feftoris^ fuperficiei cono aequalis fub hoc angulo dato inclinatur. Spiralis haec 
erit expanfio qurvap propofitae. 

Idem potiflimum illuftratur exemplo curvarum hxodromiearum in fuperficie f ig. ^j. 
fphaerae defcriptarum , quarum palmaria^ proprietas eft, quod meridianos fub eo- 
dem angulo dato interfecent. Sint P polus, PM, PM' meridiani ad duo pun- 
fta JW, JS/t curvae loxodromicae dufti, Ifrtangens curvae 'loxodromicae in ilf, 
& M'm arcus circuli paralleli centro P defcripti. Sit PMT= ^. Sit Pji me- 
ridianus pofitione datus, ad quem anguli APU referantur. Sit MPM' = ^, 
PM=y, Mm = ^^tf. 

lim« 



ni6 

lim.-^ = cot^, feu liin.-lj^^ = cot^; lim.^— ^ = fin.ycot©. 
M m Ax lin. jf ^ 

lim- ^ = tang.^cofecy, feu — ^- = tang.^cofec.w: unde 

Ay cy^ 

* = C+tang.^log.cot|y. Sit« = o, quando y = 90® = /?: erit C=o, & 
X = tang. ^ log. cot |y« Proipde cotangentibus dimidiorum arcuum PM in geo« 
metrica progreflione creibentibus» anguli APM crefcunt in prpgreflione arith^' 
metica. 

Porro arcu AMjfoRto^Z, eft — ^ = fec^; hinc Z=C— yfecf. Sit 
2szo, quandoy = f ; C=f fec^, Z= JUXiec.^, cujus limes eft pfec^. 

Hinc etiam determinatur area fphaerica APM inter radios veftores PA* 
PMf & arcum loxodromicum AM comprehenia. 

Etenim fuperficie quadrantis hemisphasrii difta H, & area APM difta 5* 

Fit ^=5ain.»iy; 
ox p ^ 

Ax 

atqui — = ^tang.f cofecy; 

proinde ~ sa — fitang.<ptang.|y; unde 5=sC— a— tai^.^log.fec.|y. Sit 

H H fec AS®\ 

5=0, quando y =/ ; C =a a-tang.^log.fec^s®. S^i-~\xa%.%{^Q%.^^-), 

cujus limes eft a— tang.^log.fec45^=— tang.(plog.a =rrtang.^Xlog.^ « 

tang.^log.2 (radio fphaerae pro unitate fumto). 

StHkofiniLm. Formuias has iis tantum cafibus applicantuTf quibus de loxo^ 
dixunica agitur, feu ^ non eft » 90^. 

CaPUT DECIMirM SBXTUM. 

Dr Jignificatiom exprejjumis -§- a dqttiptllmiunL 

S- 147- 
Qit P quantitatis mutabilis x funftio, quae habeat faftorem fimplicem ^**'» 
aut faftorem compofitum (jr— n)», in quo m eft numerus pofitivus : funftio P 

evanefcit fkao x^a. * ,. .. 

Vicif^ 
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Viciflim fi fiinftb Permetdt, fafto x «> i; fimfHo hac flfdmittit divifores 
formarum praecedentium, in quibus.»i eft numerus pofitivus. iEquatione./?«*o- 
liberata a funftionibus furdis & transcendentibus, qtias poteft continere: in- 
verfa haec unum eft ex prsecipuis fundamentis theoriae aequationum, & a ma« 
thematicis admittitur , cafu faltem quo m eft numerus integer pofitivus. Ple^^ 
rumque vero eadem per fe evidens i^t^ fun6tiones furdas autjxanscend^ntes 
funftionis P in feries convertendo, aut alias adhibendo transformatioaes.^^ Quod 
in gratiam tironum pluribu3 exemplis illuftrare e re effe ceiifeo. 

Exemplum i. Sit P=a — l^{aa—xx), qu3e evanefcit fitfto ^ceso; dico, 
funftionem hanc admittere diviforem jc^— os=jc» 
Etenim J^^^-^iri^^.^y J^-y i^^^)K^^ aa^Caa^ xx) ^_xx_ 

Vel r(afl-;c;r)=a-i.:J^-i.i.fl^i4.|. ^ — 

unde P = i.ff+i.i.4+i.i.|X+ 

Exemphm 2. Sit P=>^(a+jpJ|.K(a.jc), qu» evanefcit fafto x^o. 

p — . Cv(^ar)-vCa- jg)) (v(a+x)+vCci-xy) __ a+x-(a^a?) ^ %x 

"* v(a+a:)+v(tt-a:) vCa+x) + v(a-jt) " vCa+a:)+vCa-Jty * 

Vel n'H-.)='^«+|-5^-i-i-.^ + t-|-t-i^- • • • • 

tuide P = 4.^ +*4-i't'iS^ " 

Exen^lum 3. Sit P = *"— jf" , quae evanefcit fa£b * «= a. 
Per theorema Cotefianum fiuiftio P admittit &ftQreffl x— «,. fi m eft nV'' 
merus integer pofitivus. . - .., ■ , . ^ , 

Sit autem m qmvis alius ntmi^rds. 

Eft j(«=(jK«-'))^«'^-«^<«^)+-~<r^«^J^)*-^--?^<^(«^>*^ 

1 1 » * 3 

unde P(«*»-*") * • -fl«^i(»-*J! - -. '^*«(«i*>»f-...^ 

Ee 




Exempkm-^. Sit P » (04*x>»-(a-x)<t>«o fafto jc » o. 

(a.x)«=.a»*I!fl«-i*+!2.2:!fl-«*» - t!!...!::2i.nH3x3 + 

p = ».!:!fl«-ix +2.!:!...!:!:^am-3je» + . . . . 

1 13 

ExmpUm$. Sit P=»>^(«H-«*+JpJf)— y"(a8-ajif+x*), evanefcens fafto Jtso. 

'^ "^ v(aa+a«+«*)+v(aa-aa+«x)""v(aa+<M5+aar)+V(aa-a«+a:x)' <lU3e admit- 

' tit &ftorem jt. 

Idem patet convotendo in feries quantitates y^((<i+*)*-flx), y"((a-je)»+iw). 

Exemphm 6. Sit P = a— J^b^jc, qu» evanefcit fafto *= a. 
4 4 

>^a3x=y(a4-a3(a-*)), quae in feriemconverfii, & ab a fubtrafk, refiduumre- 

linquit, cujus faftor eft a— jr. 

Pariter P = a-?^fla-x*«a-?^(a*-aa(a«-jrjf)), in feriem converia , effert &- 
ftorem afl-xx = (e-jf)(a+jf). 

p = a-9^ajc»s=a-r"(a*-fl(a»-*»)), in feriem converia, offert &ftorem 

a3-x*sB (a-*)(«»faJif+JrJif). 

m tt 

Generatim p = a-9^aP»-"jf"=a-y(a«-««^(*»-jif«)), in feriem converfi, 
ofTert £iftorem <^-x", qui admittit foftorem a-jr. 

ExmpUm 7. Sit pa=3^(aaajfjif-jif*>-a?^afljfj, qu» evanefcit pofito Jf«= o. 

^vN «/»/ A f x«\ i(flfl-J»jO*' i i (aB-jrjif)^ I s(aB-jfjif)' 

r(aaflxjf-x<))=3r(a* -(afl-jfjf)»)=:afl-| ^ ^ ->- |.|.v__^,^.| v ^^^/ .., ^ ^ ^ 

oy^ao» «ay^a3-afl(a<r)) =a(i-|.a(a-Jf)-|.|.(a-jf)»-|.|.|.Cf:f2!-... 

Su1?traftiqne fafta remanet faftor a— x. 

kxemplum 8. Sit P = Jf + fiji. Jf « o , quando Jf = o. 

Quoniam fm.jf « x — ^*' + r^'**""7^*H • • • • 
^ 1.3.3 ^"•"S I"t7 

*+fiifc* « ajf — l^x^^—xs^.—x^^ . . . .- 
;i.2.3 X...S x»»? 

,1.^,3 1...5 , i...7 .; 



J^/m. 



Exetn^hm 9. Sit P » «>— r<so, quando *=;©, 

P « a*C—+^-x* +-!-**+ . . . .) 

^I.2^I.2..4 I...6 , ' 

§. 148. i*^. Sit P funftio variabilis x evanefcens cafu jc = fl, quae igituf 
reduci poteft ad formam (jf— fl)P*; non autem evanefcat p' c?fu jr?=fl, nec 
proinde P* reduci poffit ad formam (Jf— «)P*; fed cafu jp =* « detenniaatuiii 
obtineat valorem A Quasritur hic valon 

Ob ix -«)/>'= P; fit differentiando p'+ C*-«)— = ~ : 

'd* d* 

unde ji "^ aZ* quando in- exp<H 

nente differentiali ^ quantitas conftans a loco mutabilis x fubftituitur. Bre« 

vitatis caufa defignet '^Cr—) valorem exponentis diSerentialis ^, quando ia 

eo loco X quantitas conftans a fiibftituitur. Fit ideo uf = *(4^. 

2". Pariter fit Q= (*— fl)Q', nec Q' evaaefcat cafu *.cs aj valor detenni* 
natus B, quem Q' recipit cafu x^a, efi B^ "Ch^)' 

30. t™. ve» ^(=C^) = |; <rf. «. fit |=^^.X^> 

ExempUm. Sit P=sjc»-«^, quae evanefcit fitfl» J«?=s«i S_ aa «jfiBr.f ^ 
& Yf^) *= ****'' ** ^* Pariter fit Q s= *n-a", quae evanelcit Mo « ««: 

§. 149. i''. Quodfi (§. 148. I®.) etiam p' evanefcit cafu *=sa; promde^ 
qne eft P'=(x-a)p*; fed P^non evanefcit cafii xisa\ ebdem modo confequitur/. 
vajdicm detQrmioatum 4, quem P' cafu'««a dbti&et, effe •^"^"(^r^' 

Ee % Atqui 



^a 



Atqui ob p^^Cx^d)^ « i^ 

eft ^^+(-)^ = ^.' P'0-^e cafu ..a. a^« -(^f), & 

a*. Pariter fi f§: 148. *•.) etuun Q'= (*-o)Q', nec Q* evanefclt fiifto 
» = «; vajlor detenninatus B, quem Q^cafu jrsa obtinet, eft J?«=-L*(^i?\ 

3". Tum vero tK^t — -^ vs» j'*^.»» fit -^* ■= — AArr 
JExmphaik. Sit P = ««»+»-(iHi)nje«» +«<•»+» 



cafu XB4b 



cU 
fttxHet fit Q -» *»+i-(«i+i)««+«w«+« 



5 "* «/^<'9\ «.»+1 

§. 150. i". Quodfi (§. 149. i*^.) & P' evanefcil caftt-Jp-so, & proinde 
cft p's(jr.«)p''; fed P" non evanefdt cafii x±itt'^ eodem modD confequitur» 
valorem determinatum-if^ quem P" cafa jf » « obtinet, efle Aw^ \xrj* 

Sed propter P*+(*-*)~^ «- -^ 

— «t 
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a^. Pariter fi (§. 149. 2^) & Q' evanefcit cafu xs^a; ac proinde eft 

Q"=: (x-a)Q"Vfed Q" non evanefcit cafu « = a: valor determinatus wS, quem Q** 

cafu *= a obtinet, erit B = -!_ Y^\ • 

1.2.3 ^dx^ -/ 

3». T»m ver» ^(= fc?^) =^, flt ^- '^^- 



5. 151. Si rurfus (§. 150.) p"& Q' evanefcunt, pofito ad=:a,* & proinde 
funt P"=(x.o)p'; Q,"=f*-a)Q"; ita tamen ut P"& Q^non evanefcant cafu 
x= a; fed P"& Q^hoc cafu valores habent determinatos ^, 5: erit 

Vda:4/ 

§. 152. Gimratim. Sit P = (#^-a)mp\ exponente i» denotante numcrum 
integrum pofitivum; & p'iion fit divifibilis per x — a. ^ » 

Eri* dP^^^^,)^,^. : 



+ (ad-a)m.^l 
d^ 



Ee 3 55? 
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+ (*-«)•" 



AciP t v— . _< 

__. s M.m-i(x-a)"i-2. p 

+ 3«. (x-«)«-i.^' 

r-y « «II...W-2(«-fl)"^3.p' 

dp' 

+ 3w.«- 1 («-a)«M. ^ 

dx 

d«p' 

d^ 

d*P 

^ s «»...«-3(«-a)"-4.P 

+4«»«»M-2(«-a)B-l. ~L 
dx 

+6i»i«iii-a(«-a)«-4.^ 

+4»» (*-«)'^»-^ 

d*i^ 
+ (*-)-• ^ 



^— s «...i»-(n-i).(*-a>»*.P' 

+ *i»»,..ii»-(«-a).(jf-a)»K«).^ 
?.^'..». . .n» - (»»-3).(*w»)«K»^. ^f 



+?.^'.,».....»-(i»-3).(*w,)-K«).^ 

+^.^«. . . »- (i.-4).(jr-«)«Kn-3) .iif 
'.- • 



ir^P 



S^2S 



. — M • • • I • /^ 

I dx 



*• • 



+ — .«I 



(jf-fl)«" . r_£_. 



Proinde ^ = -E- Y^). 
Pariterfi Q^C^-a^wQ', 



J= _L_Y^^: unde d = —^. 
i.2...m ^dJfn^ i/ a/dj^N 

'^djt»>' 

§, 153. Sit nunc P = (af-a)»f>, denotante » numerum iategrum pofiti* 
vum. Fitideo P» = (jf-a)p», 

Sitpariter Q = (x-a)»?: erit Q" = (x-o)}», & 5=rr(X^))' 

rvdP-o 



^ a 

unde ^ = >^ 
js 



YdP»\ 



o/dQ"\ 



»1 

§. 154^ Sit tandem P^ix^d^t^p^ Weoque P« « (jir-fl)»^»; 



Sife 
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St quoque (l=(x-a)nq; ideoque Q"=(x-fl)'"5": erit "(^^)= i....«5«; 



nnde — 



o/' d'w/>a V 



n 






«jfmpfa. Sit P = y(xx-aa) - (jc-o) « r(jf-fl)(r(*+«)-r(jf -o)); 
proinde i» = >^(je+«)->^(jc-a). 
Erit PP . a(x.a)(ar-v(arx-aa)) 

-^-=(x-vxx-aa)+2(xw»)Ci-^j~^ - a(x-v(xx.aa)4.a(x-a)-av£l£): 

niide AA ^ %a, A^ vao. 

Sit 9 a v(x3-a3)-(x-a)vx « v(x-a)Cv(xx+«x+aa)-vx(x-«)) 
99 ~ (*-«) (axx+oa - av(x(x-a) (xx+ax+aa)) 

^^;r>4^v(<*^X^»f««^^))H*^X4«-^'^^^**'*^?''*^!'^^>^'^^ 

proinde BB oc aoa, B ■■ ava. 

1 

§. X5S. ObfervaHo, Ez formuk (§. 152.) 
*1'"^= M iP' 



£ a^z 






+ fll flf-2 

» 3 



I 



4C«)'S? 



vd«»-l/' 



(x^)m ^!!^ fequitur, quantitatem « . . . . i-rf, 

quae 



d«J 

djK" 
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quae eft limes pofterioris membri hujas aequatioms, limitem efTe ^am expo' 

nentis differentialis ■; — , feu A =s um.- — . 

,. d^P d«P 

Panter S=i—^hm.^; unde -.= — t-— = lim.-T-^- 
i.2...m djc« i/ limr!!3 ^ 

'dje™ djf"» 

Hanc obfervatlonem paucis exempfis illuftme haud alienum abs re erit 
dP . dP 

c.^ P fin.x dar = <^°^-* dx _ ,. Cof.Jf 

Sit Q = — ; d^ _ hm.^ = hm.— = i. 

Sit J=*?!f:i^,.5^ • hm.^=hm.fec.«.= ,. 

.. d» =• ' a* 

Sit 5 fumma progreflionis geometricK 5= i+jf+jf*4-j:'4-...+jf"»-i: eft 
5 =5 i^ = , prouti progreffio decrefcit, aut crefcit inde ab unitate. 

i^ — X X — I 

Quodfi autem feries propofita neque crefcit neque decrefcit; feu fi feries pro- 
pofita terminis conftet inter fe aequalibus: flt 5=all^" =a IZi. 

Dico autem: methodos, quibus progreffionum geonjetricarum fummae in- 
veftigantur, adhimc cafum non pofle applicari. 

Prima methodus eo redit, ut inferatur (ex Rop. 12. Lib. K Ekm.^: fumma 

omnium terminorum excepto ultimo eft ad fummam omnium terminorum ex- 

cepto primo, uti primus terminus ad fecundum. Unde, cafu aequalitatis omnium 

terminorum, fit 5— i : 5— i =2 1 : i , 5— i = 5— i ; quae eft aequatio identica, 

ex qua nihil concludi poteft: & fi computus ulterius continuetur, fit 

5fi— 0= I— I, 5 = -IIi, quae eft expreffio indeterminata. 

I— i 

Transeo ad alteram methodum. 

Sit 5 = i+X'fx^+x^ + x^ + ...x^i 

erit Sx :=! x+x^+x^^+x^+.^.x^^+x^ 

unde S(x^i) =-i +*» (fi ^ogreflio crefdt) . 

5Ci-Jf)=3 t — jc« (fi progreffio decrefcit) 

Ff Sit 



j 
4 



Sit autem leries neque crefceni neque decrefcens: erit 

5.1= I + I + 1+....+ I + I 

SCi-i) = 1 —15 = Ir^, qu3B iterum eft 

expreffio indeterminata. 

Cum autem ratio sequalitatis limes fit tam rationis decrefcentis x : i (po- 
iito X > i), quam rationis crefcentis x:i^ pofito jt < i ; pariter fumma termi- 
norum fibi invicem aequaKum tam limes eft parvitatis fummae decrefcentis toti* 
dem terminorum in progreflione geometrica a primo inde prioribus aequali cre« 
fcentium, quam limes magnitudinis fummae crefcentis totidem terminorum in 
progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali decrefcentium. Unde 
fumma terminorum fibi invicem aequalium (quamvis feriem geometricam non 
conftituant) elici poteft ex fumma totidem terminorum ab eodem primo ter- 
mino in ferie geometrica progredientium ; quaerendo fcilicet limitcm fummae 
hujus progreffionis, quatenus exponens progreffionis ad unitatem accedit. 

Eft nempe 

cajus feriei limes parvitatis eft «.. Sed hic lime» eft feiies totidem tenniiiQnioi 
priori aequalium : ergo fumma • terminonun unitati sequalium eft n. 

Pariter fit S = i+ajf+3*»+4*'+5**+ . • . +» **"^ 

Sxns *+ax»+3*'+4x*+...+fi-i.xi»-i+«Jf» 

S-i-x^i + x + Je^+JP* + **+...+ Jf»-»-*»*"^ 
Sx.Sx*= * + *» + x3 + x*+...+ *»-»+ Jf»-«*»+» 
5- iSx+Sx* = 1 -(.rt-i)*Hf«"+te«(jf»+'-«»H*°-i)- 
Faaox=i, erit 5((i-i)-(i-i) = (•-»)-(i-i)); ex qua expreffione nihil 
deducere licet. 
Fiat autein jcs i+a, & quaeratur limes exprcffionis i tx-iy ' ^* 



S =""J 






^a+i.'!:i«»+-^...^^«3+... ^i I a I 3 J 



I . 12 



= ^i+a."-^-"-"+'g+3. "-^"-'-«^V + . . . . cujus limes eft ^:^'. 

1.2 I-^-S I....4 1.2 

Eademque computandi methodus ad plurimas feries applicatur, numero- 
rum nempe figuratorum, & generatim terminorum ad differcntias conftantes 
perducentium , eorundemque per terminos feriei alicujus geometricae multipli^ 
catorum. 

§. 156. Hinc intelligitur, quomodo theorema Taylorianmn poffit adhanc 
inveftigationem adhiberl Scilicet fit Pzn J^ ; fitque P funftio integra ipfius x. 

Sit Ajc valor ipfius x-fl, praecedens valorem Ar-a=o ; valor ipfius P huic valori 

. j .. Ax dP . Ax» ddP , Ajc3 d^P . . 

Ax refpondens ent — — + _-_+- — 3-r+--'> 
'^ I dv 1*2 dJf^ 1.2.3 doc^ 

proinde i^= j^+__+_ __+..., cujuslmieseft (-> 

Eodem,uemodo«'=g+^^4|fl^?f...,c»iuslta»eft"0: 

«/•dAPx 



Eodemque modo n "(j^)^»» & "(5?)*°- ^"' ^ 



^d*= 



, & 



fic deinceps; qupusque ad exponentes difTerentiales fimUl non: evanefcentes 
perveniatur. 

§. 157. Huc pertinet determinatio. (fi poffibiKs fit) difTerentiae expreffio- 
num infiniti feu impoffibilis, quae prodeunt, dum operationes quaedam ultra ca- 
fus, ad quos quadrant, extendunturj feu expreffiones ^-^, oo-oo, (i-i)op, 
0X00, oX^; quippe quae ita redeunt ad §. 

Exempli loco fit applicatio refolutionis fi[|i6tionum , quarum denomlnatof ds; 

Ff 2 laftb* 



2a$ 

faftores habent a fe invicein diverfos, ad cafum, quo &ftorei hi fiunt inter fe 
lequales. 

fignum impoffibilis ^ nos monet, refolutionem propofitam efle impoflibilem; 

& quaerenda eft difTerentia 'duarum expreflionum impoflibilium —' ' 

I I «-fl *-a ' 

a-^a jf-a* 

Eft autem -In =»—1-^ = -L^ -^''1 ,-fc^*_C^V4. 

jf-a Jr-af(0m) jf-n (jkwi)> '^(jf-«)3 (*-a)4^ * * * * 

«wi'V-a~i^'' aI?X*wi)a {3fl^ (jcIflJT •••0 



Pariter i-, — »=— r — »~ 

x-a^x-a^x-a a-o.a-a x-a 



I I _ I /a -d^ ai4i' . a^a*'' 



, I I ^ I /a-d ai4i , a-a V 

■r-ji 1 — f— » ^T jT—i — A — — ,i ») 

a-a.a-a x-a a^^i.a^.a^a^x^^a x^a jc-a^ 

I ^a^a a^a 

tMi.a^.a^a^x^a x-a 

^x-a X'a^^ 

a -«'. a-fl'^jf 'a~ x-a^ a^\a.a\x-a'^'{M) x^^ 

1 Y I __L^^ I /i _ . ' . • > 

'Z^Ta-a^x^ jf-fl^* "owiVa^*? (*-a'>f(o'-ay 

aTz;^''\^r:7)j+(^3+(j:^+(:^')-5+ ••••-' 



a-a 



I f a-a (a'.a'y {a-ay («-»')* ^ \ 
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^ ^^i:^«"(:^3+(7:^-(x-a')5+ ^ 

» /^ «-«' . («•g')Ca-2fl'+a' ) . (a-a')((a-ay-(fl-fl')(a'-a'>Ka-o') *. > 
"^"'^ 0^5+ (x-ay +" (W)5 +-"^ 



0* 20 -ha 



i^^^^ {x-aY 



"i • • • ► 



Unde pofitb «== a=ia\ fit+ ^^.JL^ 



a^a.a^a 9c*a 

I 



I ^ I 






^_- - |._ — jj 
a-a.a-a jc-a 



Expulfis igitur impofllbilitatis rignlSy coa6):a calculorum ad cafus, ad quos 



nonquadranty applicatione introdu6lis, reftituitur expreflio realis ^ 
in exprefliones impoflibiles fuerat refohita. 
Idem dicatur de refolution^ impoflibili fraftioaum 



(jf-a)n (xx-^zaxcoLa+aay 
§• 158. Prpgredior ad nonnuUa exempla, quibus differentiae propofitae 
quantitates^tjranscendentes^comprchendunt; eaque defumta ex Euurx Injlitu* 
tionum taUuli differeniialis parte pofteriori Cap. XV. 

X \ X 

Exemplum primum. Sit fun£tio ~, -, cuius termini & - ' •_ 

fiunt i feu 00 fafto * jn i. 

Sit * . i^ _ x]og.x*(X'i) ^ P . 
x-i log.x x-i.iog.Jc ft 



Ffs 



Erit 



(d) Applieationes inter hnc nsqne trtditoram notftri inprimli neretnr firtftioniiin rtdo- 
iialiniD , qnarani denominator faftores liabet tam fimplices qnam compofitoi ^ tam rea* 
les qnam imaginarios , in alias refolntio a celeb, Eulxro in Ii%/Htiitionib^s caJcuU 
difffrentiaiif Cap. XVUI. expofita. Qnamvi» enim refolntio hs(c metbodia mere 
elementaribna (etiam absqne methodo indftermioataram) generalfter .inftitni poiBt; 
propofitiones capite boe ftabilitaa mire eaa jnvare ac concismiorem reddere non efli 
ififfitendnnu 
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Erit ~ = log.x+i— islog.x = o, fafto jf=:i 



^■=H^*r 


= 0, fafto Jf=3i 


ddP _ I 

d*> X 


=5 I, fafto *=si 


ddQ^ I i_ jf-i 


= 2, hdo X=I. 


i/adPN 
(d* J _ >* _ , 





Hmc -^TTT^ = 5 = 5 



^ 



i-jf 



SxempJum ficundum. Sit funftio -7-i — ; — <=^, cuius quaeritur valor cafii. 

*(*»-!) zxx ■• ^ 

quo xs 0; & proinde uterque terminus impoflibiiis. 

Q jfjf(*». i) 

4? « i+(2X-i)«» =0, faftojf=o 

djf 

42 s 2Jf(c«x.i)+2XJf««> « o, fafto jfs=o 

44^— 2x«»« = o, fafto jfsso 

djf* 

^^ es 2(<**-l) + 8JV«^ + 4XXf3S ss O, fafto Jf=0 

r_^ a 4<si 4. 4x«2i s3 4, fafto x=o' 

-_^ = I2«» + a^xei^-^-Sxxe" « 12, fafto *»©. 

o/d»/\ 
Hinc jdx3^ = 4«T^«*. 

AHter 



hinc 



^31 









1 

2xx 



I 
2xx 



I.» 1.2.3 1—4 T . • • . 

1.2 1.2.3 1...4 ' 

- 2*(i_ + ^_x4-J^x«4-^» + . . . .) 
1.2 1.2.3 I^.-^ I...5 

1.2. 1.2.3 »•••4 

" ,(l+(^_Jii>f(^_Jlv.+..., 

^i>a.3 i,..4^ ^i...4 i..,5>^ 

i + i^x+-il;c^+^x3+.... ' 
i.z i.a.3 I...4 

i+(2L-2i>+(^_^>.+.... 

_ , 1.2.3 1-4 1-4 i—S 

= TT • ■ ? ■ I 

1+ Aj,;+ J_;«^ + J_x3 + . . . . 

Ex0fnptum itrtium^ Sit -^ — —^ — . funftio ex duobus terminis impoint>i* 

XXt^ X Cdu^**^- 

libus: eompofita „ fafto. jf = ow 

— i^ _ tang. x—x 

^^' Q "^ arxtang.a?; 

i^ ^ fec.«x-L 






4Q s= 2xtang.A?+a:j:fec.*;iC; 



^ 0=: afec.^jctang.x 

p§ =s atang.Ar+4xfec.5>l-2a?j:fec..'Artang.JC; 

^L^ = 4fec..«jftang.*^afec.-*x 
d>c3, 

--S= 6fec..^A+i2^fec.*Artang.Af+4ararfec.^>ftang;.*^^^^ . ^^a ^ 

dx3 +aara:fec.4jr = 6, faftoxso 

Mter 



o,, fafto;^=o 
0, faftox=Qo> 
Qf faftojrsQ 
o,/faftojr-sso 
Zy faftox=o 



Unde 4 = i^ fafto * = o. 
Ji 



ZS2 

Mter 



i^JLx^+J—x^^ 



coCjg^ 1.2 1...4 



1...6 



^6 + 



tang.Af fin.jir ^ i ^3 , 1^5 i 7 , 






I...0 



1— ^««+-L_jc<~ J_x« + 

1...3 1—5 r...7 



) 



i-jL«x+ 



T 



5* — 



I...5 I...7 



I l—xxi.—x* — . . . 

1.2.3 . «•"5 



=s f , fafto Jts=o, 



jExmpIam quarhn». Sit ' — , ' 

2X Jf(«" + I^ 

biUbus compofita, fafto x=o. 

l^tur 0^= f'7 , 
Q *(<f» + i) 



funftio ex duobus terminis impoffi- 



dQ 
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«! «»+i+jc»« «a 2, fafto x=o: 



Wnc a^ = |, fafto jfaso, feu -^ = i, 
Aliter f«+i = 2+x+~+ i!_ + * ,. . 

X.2 X.2.3 



hinc^- "-^i 
fitfto X = o. 



x+^ + . 



1.2 1.2.3 



- + ... 



2+JC+— + + • • t 



i 



i + ^+i5_+.,. 



1.2 ^.2»3 



1.2 I«2.3 



L= 



2.+ Jf + 



1.2 



T 






... ^ 



§. 159. Calibusexplicatis, quibus quoti — fiuntdetenninati;paucisper' 

fhringam cafus (non fatis haftenus obfervatos), quibus fignum § abfolutam in« 

dicat indeterminationem. Quod ut luculentius faciam» ab exemplis guam fim- 

pUciflinijs ordiar. 

Exm* 



Extmplvm prmum. Sit M : m' ratio data duarain qttantitatum «, y; & fit 
R : »' ratio etiam data eamndem, poilquam quautitatibus datis a, b auctse foerunt 



JW 




IW w 


11191 ' 


-Hffi 


y 


= 


w'x 


1 

nm 


-«5 



3C+5=fl*X 



llfff-flfll 

ma*ffi6 



iffif-«fli 

Jam vero fit a : t = m : ffi'. 

Quoniam x :y afc i» : ffi': erit «4-fl:y+ft = «:#ff'j ideoq[ne !•;••* «=«:«•*. 

„ ff a ap if* M»axf pc + aaBaXf 

Ergo , 

mat=:mb y = 6x§, y + * = 6x§ 

Atqui ratione quantitatum a & fr rationi quantitatum x & jf sequaH pofita, 

patet : quantitates x &cy efle pofle qualescunque , feu eas eife indeterminatas; 

proinde hoc cafii fignum § abfolutam indicat indetermlnationem. 

Cafibus, quibus. quantitates x 6cy funt determinatae, quantitas x (v. gr.) 
determinatur aequatione ffn»'^ + fffff a =3 fi»i'jc + fiffifr» 

Atqui pofito m : fif'=: n : n\ eft ffff»' = ffiM ; ideoque termini nmx, iifff'jc funt 
invicem sequales: unde debet efle fffffa = iM^» feu ffaa«3, & a:6r=if : »': 
duae exprefliones nm'x+ mna^ nm'x^nmb fiint ideo identicae, & nihil ex illis 
deduci poteft, quod ad valorem quantitatis incognitae x^ cafu^ quo 
ifi : fif ' =3 fi : o' =3 a : ft. 

Eximplumfecundum. Proponantur duae dequationes *^ j. ^ ^ ^* • ^' 

X = ^ , ^, , y = ^f^^lf^. Quamdiu non eft ab = ab, feu a:a'= b : b; duae 
ab-^ab ab—ab 

quantitates incognitae x, y aequationibus praecedentibus determinai^tur: cafu 

autem, quo a:a=bzb\ feu a' = ffa, & fimul b'^nb; fit ^^J^^S^J'- 

unde f ««p, & pb:M:inbp^pb'; fit ideo x=:§, feu quantitas indeterminata: 

& fi non eflet f '=f»p; figni x «= ^!!~^ introduflio quaeftionis propofitae im- 

abmO 

pofliinlitatem nos doceret. 

Eadem applicari poflunt ad qu^eftiones, in quibus tres aut plitfes quanti- 
tates incognitae occurrunt 

Exfmptum Urtium. Exemplo primo prorfus analogum eft hoc alterum. 

Qg Detur 
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Detur fummk a quantitatum x, x'; item fumma b quantitatum y, y'; detfi 
tur etiam rationes tam quantitatum oc & y, quam quantitatum x\ y: & 
quserantur quatuor hae quantitates. Si.ratio fummarum datarum a, b aequalis 
eft radoni datae quantitatum x, y: ratio quantitatum j;', y exinde ita deter- 
minatur, ut aequalis fit priori rationi datae quantitatum x, y; & liae quanti- 
tates poffunt eife quaecunque in ea ratione data , quae indetenoinatio fymboli . 
§ introduftione indicatur. 

Quantitates datae numero pari «, b, r, d . , . , fint fununae 
aut differentiae quantitatum x,x', y,y', z,z', v,v'., .. Denturetiam 

rationes x:y, y':z, z':v, v':x'. Fieripoteft, ut 

qu3eftio fit indeterminata. 

Inter applicationes geometricas propdHtionis hujus ad indetermihationem 
ducentis tres fequentes indicabo, quae quafi fponte fe roihi obtulerunt. 

Figurae reftilineae pofitione ac magnitudine datae infcribenda fit figura re- 
ftilinea cognominis perimetri omnium minimae. Cafus, quo figurae propofitae 
numerus laterum eft par, ita eft indeterminatus; ut, fi problema propofitum 
poffibile fuerit, folutionum numerus nullum habeat limitem: & faciie eft inde- 
terminationis hujus nexum cum cafu praecedente oftendere. CVid. Selatio mOm 
ttyaeitatit & termnormn ji^rwrvm. Varfaviae 1782.) 

Pariter circulo dato infcribenda fit figura reftilinea, cujus latera perpun- 
fta pofitiMie data transeant. Problema hoc cafibus quibusdam etiam fit in- 
determinatum; uti oftendi in dilTertatione, quam de hoc eleganti problemate 
ad Academiam Berolinenfem ante aliquot menfes transmifi: & indeterminatio 
haec ad eundem omnino fontem poteft redud. 

Idem contmgit, quando figura reftilmea cognomini figurae reftilineae ita in- 
fcribenda eft, ut latera ejus per punfta pojfiHone data transeant, aut fmt reftis 
pofitione datis parallela. 

Sed miflis hisce quaeftionibus magis arduis transeo ad excmi^a gcometrica 
fimplicitate fua commendanda. 

Sit circulus, cui infcribenda fit linea refta, quae per punftnm pofitione da- 

tumtranseat ^. 

Sit 



I 



^35. 
Sit C centfum circuli, cujus radius fit r; fit P punftum pofitione datum, Fig.4». 
cujus diflantia CP a centro fit a; fit XT tedcx magnitudine data infcribenda 
= 2*; & fit CZ ipfi JCT perpendicularis. Omifla analyfi & confl:ruftione geo- 
metrica (quibus liic immorari a fcopo foret alienum) exponam tantum calculum 
algebraicum, quo fit £m.CPZ = ~= rjrr^bb)^ p.^^ ^^^^^ 6=:r, & proinde 

refta infcribenda transeat per centrum; fit fin.C/?Z = Sl : eodemque cafu pun- 

ftum P propius propiusque ad centriun accedat, & cum eo tandem coincidat; 
ita fit £m.CPZ = § ; & cum hoc cafu unica fit conditio, nempe ut refla du- 
cenda per unum tantum punftum datum transeat; fignum hoc indicat indeter- 
minationem pofitionis lineas magnitudine datae* 

Obfervatio. Si fuiflet tantum fl = o, non autem frssr:* foret Gn.CPZss 

— mi-^; & hoc fymbolum effet fignum imppflibilitatis (Oap. IX.). 
o "* 

Altenm exempbm. . Sint duo pun6bi pofitione data; fit & tertium punfhim Ilg.43. 
pofitione datum, per quod ducenda fit refta talis, ut perpendicula ex duobus 
prioribus punftis datis in eam demifla fint inter fe in ratione data» 

Sint -^, B duo priora punfta data; fit P tertium punftum datum: & quse- 
ratur refta PX^ in quam demiffa perpendicula Aa, Bb fint inter fe in ratione 
data. Agatur refta AB\ & dividatur m C iri ratione data: refta PC efl: re£hi 
qiiaefita. Ut problema fit determinatum; nece^e eft, xxtP^C punfta fint di- 
verfa: fi fecus eveniat, unicum datur punfhjm, per quod refta ducenda fit, & • 
promde pofitio ejus eft indeterminata; quod calculo etiam indicatun 

Sit J1C= fl, PC=» b, AP^ e; in triangulo JPC fit fm.C «• 

es 2 ?— r — ^ — ^ — 2L — . Radone data manente eadem, feu ea- 

ab I 

dem manente AC^ evanefcat PC: fiet AP ^AC^ feu « =^ r, & i =0; unde 
fin.Cs» a§: quod fignum indicat, omnes reftas per C duftas conditioni propo« 
fitae fatisfacere. 

Haec poffent ad hulnerum quemcunque punftorum pofitione datorum ap^ 

Gg a plica- 
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plicari; & hnc quoque rerocatur indetenmnatio» cui anfam praebet problema 
locale, quod expofui in opufculameo infcripto: RbfgommetrU^ pag. 72—93. 

Indeterminatio haec, ubi occurrit, afFeftiones quasdam generales quanti- 
tatum^ qu» locum ei praebent, poteft indieare. Sic v. gr. poftremum exem- 
plum intime conneflitur cum proprietate centri gravitatis, de qua vide §. 135 fq. 
Sufficiat paucis exemplis elementaribus affertum hoc iterum iiluftrare. 
Qrculo dato infcrihendum fit quadrilaterum, cujus anguli dantur. 
flg,44. Sit ABAB' quadrilatemm propofitum, infcribendum circulo, cujus ccn- 

trum C & radius C^. Agantur radii CJ, CB, CA, CB\ 
Sit CAB « CBA » x' 
Erunt CBA* =s CJB s B^x 

CA'B^ = CB'A' s A-^B-k^ 
CB'A = CAB' . B'^A+M^x « A^x. 
Unde angulus x fit indeterminatus: & fimul A + a' ^ B +B'; feu difcimus, 
fummas angulorum alteme fumtorum cfle invicem {equales. Idem valet de 
quavis figura reailinet numeri laterum paris, circulo infcribeuda. Huc etiam 
pertinet cafus indeterminatus problematis in Geodaefia tantopere utilis; quo, tri- 
bus punftis pofitione datis,. quaeritur quartum punfhun, obfervatis ex hoc pun- 
fto angulis,. fub quibus mutuae priorum punftorum diftantiae apparent. ' 

Idem dicatur de fummis lateium alteme fumtorum figuiarum drculo clr- 
cttinfcriptarum. 

Sint A, B,.C kter» alicujiu trlanguH;: 

a„ K t, anguli his latoribus oppofiti: quamdiu ktera A 6c B funt 
invicem ina^qualia; ac proinde. etiam anguli a & b invicem inaequales.; eft 
tang. — : tang.~ = A+BxA-B: data igitur ratione (inaaqualitatis) late- 
rum ji&B^ & data difrerentiaangulortun a & b^ determinatur tangens dimidiae 
fummae horum angulorum per aequationem tang.^ =3 tang*— x --i^. 

Sint autem latera A, B mYiccm aequalia': fit tang.?t- =2 tang.~ x i; & 

2 2 

hoc foret ilgnum impoflibilitatis, ni£l eflet fimul asfr^ &; taDg.|^=o; unde 

tang. 
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tane.— = f - Signum ideo mdetermHiationis § nos monet r quod, fi nulla fit 

2 

laterum differentia, etiam nulla fit angulorum oppofitorum differentia. 

Idem dicatur de altera propofitione, quae unum eft etiam ex praecipuis: 
trigonometriae plan» fundamentis, Sit B bafis alicujus trianguli, iu quam ex 
vertice oppofito b agatur refta perpendicularisj & fint A\ C' fegmenta bafis 
Jateribus A^C adjacentia. Qixamdiu A&C fimt invicem iMBqualia, ftat pro- 
portib ^+C:^— C=2jB:^ — C'; unde^+C = 5x4^: fivcra^«CV 
& proinde A= C; fit /fH-C=ifx§, quae cff expreflio indetermijiata. Nume- 
rus nempe tiriangulorum aequicruronun fuper data bafl cooftruendorum efl 
illimitatus. 

Sed haec fufiiciant de re ad elementa pertinentTa: nee immoror o&endendo 
nexui inter propofitfones , ab antiquis Pbrismata nuncupatas, & fignum £ cafu, 
quo indicat indeterminationenu 

CaPUT BKCmUM SEPTmUJVL 

De tbeoremate Tayloriano ad fun&iones duarum plutiumve variabilium 

extenjoi et de rationibus differefitialibus atque inteffalikus 

earwidem fu7i£tionunu 

% i6a. 

|vit P funftio duarum quantitatum mutabilium *, y. Valores , quos funftio 
haec recipit, quando q^uantitas x fola,. aut quantitas y IHa, mutatioues Lx, Ay 
refpe^ive patiuntur, denotentur fignis *P, ^P. Vaior, quem e%dem fun6tia 

recipit, quando ac & jf mutationes Aat & ^y fucceffive patiimtur, ponatur ^P; 
'pariterque vabr ,.. quem funftio liaec recipit,, quando y &.x mutatioofis Ay&^ 

7 

lucccffive patitratur, defignetur per *-P. 

Fimftio ^P ex ftmftione P oritur, fi in. ea y+ ^y Ibcoy fubftituitur; pa- 
riterque funftio ^P ex fun6tione P oritur, fi ia e^ x + Ax loco« x fubftituitur. 

X y 

Proindc duae expreffiones ^P^ *P unum eundemque fuaftionw P vafoiem defi- 

Gg 3 gnant: 



] 
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goant: eum nempe , quem obtinet, fi quantitatum x 6c y loco quantiCates 

tc+Ax, y+Ay limul fubftituantur. 

Quoniam notatio a mathematicis ufurpata, qua exponentes differentiales 
fiinftionum duarum pluriumve quantitatum mutabilium deflgnant, minus conuno- 
da mihi videtur; liceat aliam proponere, calculo (mea quidem fententia) aptiorem. 
Scilicet exponens diiferentiaiis Jun6lioms Pduarum pluriumve variabilium» qua- 
tenus X fola mutatur, denotptur figno 'd'P; & exponentes differentiales fuc- 
ceffivi eodem modo fumti ponantur ^d^P, ^iTP, *d*'P . . • • Tum exponens 
differentialis funftionis *d*-P, quatenus y folamutatur, defignetur M'*d'/^; & 
generatim exponens differentialis nfi ordinis funftionis M^P, qiiatenus y fola 
in hac funftione mutatur, fit ^d^^d^P. 

Quibus fuppofitis, paucis oitendam: quomodo theorema Taylorianum, de 
fiinftionibus unius tantum quantitads mutabilis demonftratum, ad funftiones 
duarum pluriumve quantitatum mutabilium extendatur; a funftionibus duarum 
quantitatum mutabilium x, y, quae fiant «+^, y+Ay> ordiundo. 

§• i6i. Per theorema Taylorianum (Cap. III.) eft 

V==: i'+^M'/'+^i«d'P+^«d'-p+^M'^P+^"d-P+- ..• 
I i.^ i.a.3 1...4 I—5 

yp= P+^yd'P+^ W+ ^ W+^ W+^M':p+ .... 
1 i.a i.a.3 I...4 1-5 

Proinde 

v=./>+^>d'/'+^w+ ^w+ ^yd''p + ^'iy+,... 

I i.a 1.2.3 i**^ '**'5 

+ ^C^d'P+ ^ M'"d'P+^ 'd'^d'P+^' H^W+^ yd'^d'P+. . .) 
I ^ I i.a 1.2.3 ^—4 



+^C- . . • «d'P + ^M'W+^'M'W+-^M"«d"P+-..) 
i.a^ I 1.2 1.2.3 

+^( »d-/> + ^M'W+^VW+..-) 

1.2.3^ I X.2 

+ ^. ••.... VP + ^yd'M'7'+...) 

+^( M7>+....) 

'•••5 Pari. 
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Pariter 

I I.» i.a.3 I...4 ,_- " T . . . 



+^(M'i'+^M''d'i>+^M'M'/'+^«d"'M'/'+^M"'d'/'+ 

^ * I*^ 1.2.3 I-4 



) 



+f^(. . . 'dV + ^'d'W + ^M"W+J^M-M'/'+...) 

'•2 I 1.2 1.2.3 

+rl^(-. ^d-/'+^w/'+^w/'+...) 

+^( • '1'* +^Wp+...) 

"♦"f;^^ 'd'P +...) 



y 



Atqui ''/'= "/»; proinde aequando terminos harum expreffionum mutationi- 

bus Ax & Ay eodem modo affeftos, fequentes oriuntur aequationes: 

'^'M'P = .^'''d'? 

yd-Vp = M-M-P 'd'«d'p=*d'yd'p 

'd'*d'p = ''d^^d-p 'd'*d'p=.*d''d'p yd^M-p^Vd-p 

''d-Vp = M''d"P ''d-M-p- "d-M-p M'Vp««d-M'p 'd'W«.M'Vp 



Generatim ydNMwp =s «dMydwp. 

Extmpla. 1°. Sit Ps=j«y. *d'p «= y M'p ee x 

'd'p -o yd*p =0 

J^d-Vp-i *d'M'p=i. 

«•. Sit P=yf^y3. M'P*4*8^3 yd'p=.3*4y» ' 'd'*d'p^3.*3yya»d'yd'p 

Vp^+sxjcys >'d'p^3.a«4y yd''*d'P=+3.3Jc3y=M'yd"p 

«d-p=4.3.a«y3 ^-^=3.3.1.*« yd-'d'p«4.3.3.i*3«M'M-p 
''d'>*4.3,3.i.y3 



I 



5. i6z. Ex §. praecedeiite (infiflendo veftigiis Capitum L II-) deducitur 
Aeterminatio mutationum rmwtltanearum tluarum quantitatum variabilium x.y, 
atque funftionis ipfarum P; ac fpeciatim exponentis differentialis harum mu- 
tationum. Confideratis nimirum funftione P & quantitatibus mutabilibus jc , y, 
tanguam fundtiombus unius ejusdemque quantitatis mutabilis p; 

eit ^^^Ji'd'p+^rd'p. 
ap dp qp 

Exempla. lO.Sitp^iOf. Erit l^ = 4f y + % (ut notum §. k). 

<!/' dp dp v * 

2*, Sit P=**y'; itaque *d'p = 4ie3y», ^i'p = ^*yif. 

Erit ^/ = 4«'y'j^+ 3'>^. 
dp ^ ' dp ap 

SdReet ot habeatur «xponens ^iififeientialis ^: fumantar exppnentes difierea- 
tiales 'd'p, ^d'Pj qui multiplicentur pcr exponentes j^, ^ refpeftive. 

§. 163. Data igitur aequatione differentiali — ^ == T^-^T + ^r: ut aequa- 
tiofli huic refpondeat aequatio integralis, termmis flnitis exprefla; opcMtet^ fit 
jr=»d'^ &r^^d'P, proindeque M'X« M'r, 

EjcfffipZd. i^ Siti!^ = ^x + % igitur X = x, r = y; cum' ita fit 
dp dp dp 

_^. ^ ; contradi£tionem non involvit, ut xquationi differentiali propoifit» 
idjpondeat aquatio integ^alis, quae fit 3P=» xx+t/g. 

a^ Sit ^ =. ^(3*^+yO + ^(aJ^V+4^'+Sy*) 

dp dp 

Tum M'X=! a.3»(y+4y», *d'T^a.zxxy+^*i 
ac fit P « ie'i!y + Jiy*+y^ 

3*». Sit 
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3°. Sit ^ = ^(y* +xV) + ^(x^W+y*) 

Flunt M'X =3 4y^ + ^3, '^d^r == a^yy, et aequationi propofit» nuUa re- 
fpondet «quatio integralis terrainis finitis expreffa. 

§. 164. Ex aequatione diiferentiali primi gradus fluunt aequationes diffe- 
rentiales graduum reliquonun: qupd ^quationk; dif&rentio-difierentialis exem-< 
plo illuftrare fufficiat 

Quoniam ^ := ^M'p+^'d'p; 
dp dp dp 

tes differentiales ^j-, ^^ fupponuntur elTe conftantes. 

§. 165, Ex formula pro duabus quantitatibus mutabifibus §. i6i. expo- 
lita, fequitur formula pro funftione trium quantitatuia mutabilium, Fit enim 



x 



»i'=/'+^*d'P+^'d''p+^M-p+^M*>+ .... 

1 1.3 1.2.3 I"'4 . 

+^( M'jH-^M'Vp+^M'M'jH-^'d-M>+...,) 
I ^ I 1.3 1.2.3 

+%( 'd'P+^M''d'W-^M''d'jH-^ VM>+ . . . .) 
I * i.a 1.2.3 

+^( Vp+^V»d'P+^'d-»d'p+....) 

+a^(' »d'^d'P+^'d'M'M'w-:^ VM''d'P+ .', , .) 



I 



«4» 



r^'p +H«d'M> + ) 



1.3.3 ^ 

Vd'P + ) 

+3^-^y*( 'd''d'P + ) 

i«2«3 



+3^^( 
i.a.3 ^ 



•3 

i9 



+ JEL ( M> + ) 

1.2.3 ^ 

+ . • • • - - 

-f. - - - - - - 

Si varietur oardo» jnxta quem bres quantitates mutabiles x, y» z fuccef- 

five poffunt variari; fex itempe modls» quibus inter fe permutantur; exprefBones 
« » » y « » 

*P, yp, 'Pt 'P, ^Pf ^P enint inter fe aquales. Unde varia confequuntur 
theoremata; & nominatim aequaKtas terminorum, qui iisdem produftis muta« 
tionum Ax, Aj, A» afficiuntur. Sic v. gr. obtinentur aequationes fequentes; 
»d'M''d'P =s ^'^'^'P «^''d^M-paM-d^^^d-p^M-^d-M^P^M^d-VP. 
Ex quibus porro neftuntur coroBaria analoga iis, quae de funftiombus duarum 
Tariabilium notaviinus §. 163. 163. 

Hinc fecais eft transitus ad fimftioaes quatuof, ^que, & plurium quot- 
conque quantitatum mutabilium. Quare viam indicafle fufficiat, qua traftatio 
baec ab idea infiniti Uberatur; & quod ad applicationes attinet, qui plura defi- 
deraverit, adeat Eotmi Cabubm differntiaim Cap. VH. & Vffl. partis prjoris. 

CaPUT DECIMtriH OCTAVVM. 

Be maximif rt mimmis; et ie pimBis flexus cmrmi curmum. 

Quaeftiones ad maxima & minima pertinentes adeo fireqoenter occioTunt, 
flM^in pura tantum mathefi, fed potiffimum quoque in applicata, qu» «bem- 
mis utiJiflimiBque earum «ppliGatiQnibus anfimi pnebet; ut caput fioc fedido 

evol- 
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evolvi mereatur. Quoniam autem intimus eft iplarum cum quibusdam curva^ 
rum fymptomatibus nexus, quorum contemplatio magnam huic doftrinae lucem 
affundit; utrumque argumentum fimul complefti e re effe cenfeo. 

§. i66. Definitio u Sit P funflio quantitatis alicujus mutabilis x, qua& 
fafta x = a I^^Qj fiat, quam fi quantitati x major minorve valor a:+Ax, jc^iU 
tribuatur, utut parum valores hi ab a differant : valor funftionis P valori xaa 
refpondens vocatur ^.^.^^^- 

Exempla. Numerus datus a in duas partes x^ x — a dividatur; & fiat pro- 
duftum Jf (fl— x) ex his partibus. Produftum hoc funftio efl: unius harum par- 
tium V. gr. jc; qua crefcente a zero.inde usque ad |a crefcit etiam produftum 
x^a-^x). Eadem autejm parte crefcere pergente, idem produftum decrefcit: 
ideoque produftum hoc eft omnium maximum, quando pars x aequalis eft dimi^ 
dio numero dividendo; feu quando ambae partes funt invicem sequales. 

Contra fi fiant quadrata ex iisdem partibus; fumma horum eft omnium 
minima, quando ambae partes funt invicem aequales. 

Definitio 2. Sit -Sf punftum quodpiam alicujus curv»: ex quo ducantur F1g*45. 
refta curvam tangens TIUJ*;- & refta MP axi ordinatim applicata, cui refpon* ^^* *^* 
det abfciffa AP. Tum ^^dnuta ^''^^^^^' ^''^,^^ ifp^^ ^^^^'^' ^p^ reftse 
axi ordinatim applicatae, quae curvae in ijj^ punftis, & tangenti in iL punftis 
occurrant. Si fit N^P % JH'/»', utut parum abfciffa ^P ab abfcifla jIP difierat; 
arcus MM' dicitur ""*««"" verfus axem AB: & fi funul fit 'N'p > 'JH% totus 

arcus 'JUJHM verfus eundem axem eft ^oS^xie* ^^ ^®'** ^"^^^ ^^* ^^< ^'^ ^ 
'N'Pt'M'Py quo caluarcusJlfill' ^oJ^^g eft verfus axem^5, dumarcus 'MM 
eft verfus eundem axem l^^^; tum Af punftum feparat arcum ^J^^ ^«.46; 
curvae ab ejus arcu ^^^^* & dicitur punBam fiexut tontrarii curvae. 

§. 161. Hinc jam oftendi poteft nexus, qui fymptomata inter curvarum, 
quibus verfus axem ^nyg^ funt, & doftrinam fimaionum, quae JJ^J^ 

fiunt, intercedit.^ 

Hh % Eteoiffl 
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Etenim quando arcus totus eft verfus axem, ad (raem refertur, ^^^^^^ . 
^ » 1 > convexus 

fi refta rfuci poteft arcum hunc tangens, eadcmque axi parallela; refta axi 
ordinatim applicata ex punfto contaftus dufta JJ?^^ eft reftis axi ordinatim 
applicatis ad utramque ejus partem fitis; proinde ordinata haec omnium 
JIJ?;y"Jf eft. Quare ordinatis cuivae fumtis proportionalibus funftioni P quan- 
titatis mutabilis , quae ipfa per abfciflas ^P defignetur ; funftio P omnium 
mhiiina determinatur per reftam axi ordinatim applicatam a punfto curvae, 
ubi hanc tangit refta axi parallefe» 

Quoniam auteih, quando tangens axieft parallela, fit -^ = o^ feu — =o 



(§•93.); Sinim determmantur, fi fiat ^ = o. 



Ak ' djc 



§• i68. Si curva propolTta, cujus ordinatae funt funftiqni P proportiona- 

eoncavus , 

convexus' 



les, unico coaftet raino,, qui totus fit verfus axem ^^^^^"s , ^^^^ tangens axi 



parallela (fi qua fit) eft unica; & aequationis j- = o unica eft radix realis. 

Si vero curva propofita fit unduJatoria , ita ut alternis vicibus concava & con- 

▼exa fiat verfus axem, ad quem refertur: in unaquaque unda a^ poterit 

refta tangens axi parallela; & proinde totidem erunt ordinatae alternis vicihus 

maxim» aut minhn», quot funt undae curvae propofitae. Multitudo haec 

mipximorum ^f^^^^ multitudiue radium realium aequationis _ = o, qui- 
mmimorum ^ ^ ax ^ 

§. 169. In defmitionibus preecedentibus (§. 166.) fnppofiii: valorem a 

quantitatis mutabilis *» cui mi^mus ^""^^ ^ "^^^' refpondet, ejusmodi 

efle, ut fumi poflint quantkatis * valores ipfa a tam majores quam minores; 

feu (quod eodem redit) fuppofui: curvam, cujus ordinatae funt fun£lioni P pro- 

' maximas 
portionales, ad utramque OTdiaatae omnium j^^^j^^s^ partem" extendi Fieri 

autem poteft, ut valor quantitatis mutabilis x, cui ™^i^^ fiinftionis ejus 

valofKfpondet, fitfimul& ipfe ^SSte q^ntitatis mutabilis aivalor: itaut 

noa 
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non poffint fimul accipi valores x+Ax^ x—Ax, feu abfciflfe curv», his valoribus 
refpondentes; & curva ceffet ad alteram ordinatae MP, abfciffae x =^a refpon- 
dentis, partem. Quod fi locum habeat: ordinatae abfciffis x +dAr v. gr. refpon- 

dentes fiunt imaginiiriae; & proinde funfHo P radice (x— a) ^» vel ia^x) ^^ 
afficitur. * 

Ut argumentum hoc, quantum fieri poteft, dilucide pertraftem; fingulare 
^^ mfnim^^um S^nus feorfim perpendam: & de iis funftionibus, quae non- 
pifi poteftates (x — fl)",- («— :r)», quarum exponens » eft numerus integer pofi- 
tivus,Jnvolvunt, uniceprimumagam; ceterasque,aliis potentiis affe£las demuni 
confiderabo, poftquam, quae ad priores pertinent, erunt declarata. 

Et cuni adeo arftus fit nexus inter fymptomata curvarum, quibus funt 
verfus axem' ^^^J^. & fymptomata funftionum, quibus ^^^JI^^ fieri pof- 
fimt; priorem determinationem praemittam. 



mimmae 



§. 170. Sit M punftum curvae , ad quod dufta eft refta tangens TT*. 
Sit iH' aliud curvae hujus punftum, punfto Jlf utut proximMm; a quo agatur 
refta M*P axi or<iinatim applicata, quae tangenti TT in N* punfto occurrat 
Tum ex punfto M agatur Mm refta axi parallela, qiiae reftae M*P hx m punfto 
occurrat. Ad alteram ordinatae MP partem agatur quoque refta 'u'Py axi or- 
dinatim applicata» quae tangenti in *jY punfto, & refta& Afm' in W punftx) oc^* 
currat. 

Sint MP=y, M'P'=g\ 'M'P= 'y, PP'= 'PP = ^. • 

Erit y-=,+^.^+^A^^+^.pL^^i±+ ....(§. 3a.) 
•^ ^' I I 1.2 dx* 1.2-3 d^' 1—4 dJf^ ^jr ^ ^ 

*i/=v— -^ "^-«.^^ ^^^— ^^ ^ .^ i!£ — 
I dv 1.2 Hx* 1.2.S dx^ x.../^' dx^ 

leu I •^yjL • j- -f— — .• j ' j^ — — •-! — 0+ ' 1 — r lE • ♦ •• * 

y 1 dv^ i,:^ dx^ 1.2.^ d*3^i,^4 djp^ » 



'2VP 



Hha 



iEr^ 
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Erg,c.fuconcavitatis ^^=-^fl:f¥'..f!l-^.pL:!: .... 

NM g.2 dx^^ 1.2.3 djc^ 1...4 dA-4 ^ 

cafucon«xi.ad, ?;^=+^".;"s;±£?14'»+ V .djv + ... 
IfM 1.2 djc* 1.2.3 d* 1—4 dx* 

Pofito autem, funftionem P alias faftoris x-a, ipfi jf=so refpondentis, po- 
teftates non.contmere, nifi quarum exponentes fimt numeri integri & pofitivi: 

exponentes differentiales fucceffivi ^» ^^3 » 3^. autfaftorejc-a non 

afliciuntur, aut non alias involvunt ejus poteftates, nifi quarum exponentes 
funt integri pofitivi; proinde &fto jf=a, exponentes hi differentiales aut fini- 
tam obtinent magnitudinem , aut evan^fcunt, neque impoffibilis aut infiniti 

; — r- figno afficiuntur. 
(x-a)" 

Quo pofito, ut curya fit ad utramque punfti M partem concava; oportet, 
f. xAjf* d4y , A*3 d^y , A** d^y , n 

*^* ''\-TI'd^-i:^S^^TZ-4i^'^' ' ' ') ^"*^^ P°^'^^«' "tot par. 

vus fit ipfius A* valor: proinde fi ^ non evanefcat; oportet, fit i^ quan- 

ojf djf* * 

titas negativa (§. 16.) propter A«' femper pofitivum. 
Cafu autem convexitatis neceffe eft, ut fit 

4.^^.^+— .°y+— •x4+ 'i quantitaspofitiva, utcunqueexi- 

V1.2 d*' i.a.3 dx3 i...4djf'*~ -^ 

guus fit ipfius Av valor; quod (propter Ax' femper pofitivum) fieri nequit, nifi 
fit ^ qoantit», poftiva. 

Proiude, exponente differentiali ^ non evanefcente, curva yerfus axem 

_ « . I. v' ^^ d« , A*» ddy , Aji;3 d'y , Ajf* dVj. . 

§. 171. Quoaiamautem?=y±_.g+ — .3^±— .^-f-.g^^.:, 

cafu, quo y eft maxima, debet effe fimul 

4:£f.^_^'.^qf^.^-J^.^ + ...>o: quod juxta fuppofitio- 
^ 1 djc 1.2 djf»^i.2.3 djf3 i...4dJf*^ 

nem 
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nem (§. 169.) fieri neqnit, nifi fit ^ =3 0, & ^ negativa, fen curva Terfus 
axem coricava. 

Cafu vero, quo y minima eil, debet efle 

easdem fuppofitiones), nifi fit ^ = o» & j-f pofitiva, feu curva verfus axenx 
convexa. 

Pofita igitur funftione P Iiujus formae J^^^J^j]";}: Jy nbi » eft numenw 

integer pofitiyus: fafto t;^ = o» cui refpondeat xzsa; exponentibus difFeren- 

tialibus fucceffivis ~, —^, ^, faftorem impoffibilem — L^ non in- 

volventibus» & exponente differentiali fr^ non evanefcente: funftio p fit 

mSma ' prouti exponens differentialis ^, fubftitutione * ssa in ejus exf 

i>reffionefafta,eftJJg^™ 

Exemplum primmm. Sit P = 2«;- jf i ; ideoque — = »« - 3*, ~^^ =. «. «.. 

d* djc' 

fefto 5j=o» eft jf = fl, & v-5- eft femper ncgativusi proinde valori xs:» 

refpondet P maximum. 

Exemphmfecundum. Sit P = xaf+(a-*)*; igitur ^=2(2*-«), ^Esz-\-/^: 

fafto — =3 o, eft * = 1«, & -- femper eft pofitivus; proinde fiinftio p, ipfi 
* = 1« refpondens, eft minima. 

Exemplum tertium, Sit P = *jf — (a— «)« : erit i?= 2* + 2(a— jc) =s + 2<fc 

Proin^e — - nunquam fit zero: &fauaia P=3 2a(jc— «> nunquam fit ^^}^\ 
ax ^ -^ ^ mmmia 

Exmplum quartum. Sit P =t a?3— «jp+^jc+r 

. f - 3^x.2«H-t. Fafto.^", fit x^firitet) 
cU '^ d» 3 

Pro- 



^48 , 

Proinde pofito aa>3ft, R x « a+7^(aa^^b), eft P « minimum; 

fi X ss «— >^(fla— 3A), eft P «= maximum. 

§. 172. Exponens differentialis — ^ evanefcat (five ^ fimul evanefcat. 

fivenon), Hoc cafu fit ,._, =qr — ? :r4+- xs— ••cmfacon. 

NM ^ 1.2.3 dA^ 1...4 dA*»^i...5 djp5 ctvititij 



iV'jT/ ^ 

WiM''-i.2.3"dJc5^i.::4'd:^-i,..5'd]^ 



^ A^B d^. Ax4 d^ Aor^ d^y 



con* 
vexitatis. 



Quare pofito, exponentem differentialem t-^ non evanefcere, & feriem expo- 

nentium differentialium _?., ?-f , t--| . . . figno ■ ' ^ non affici; non poteft 

ax^ dx^ QX^ (x-a)« ' * 

fimul effe .^^ ^ ^^ vel 5v'/>< •jH' P Proinde curva non poteft effe ad 

utramque punfti M partem ^^n^^^' ^^ punftum M concavum & convexum 
curvae arcum invicem feparat, feu eft punftum flexus contrarii curvae. 

Quodfi autem fimul fit ^ = o, —^^0, -^ = <>• ut curva fit verfus 

Ax dx^ djr3 



maxima 
minima 



Exempbm pimm: Sit y = JfJ<fl— oO 

^ = Jc(2a-3*) 

djr 



% fit zero, fi /.^° ^. fcu /j?,. Tum yero 



dSL„ •P«»i«*«abfciffis^-|,refpondeatySS- 

Sit 



d;^-^^ 
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Sitautem ^^ = o> & proinde *=|«; huic abfciflsB rerpondet punftum 

flexus contrarii. Vide fig. 47. qua delimeatur curfus curvaep cujus aequati» 
eft y =s jf jf(a— x). 

Exemplum fecundmt* Sit y = x^(a-x) 

? =a ic*(3«-4*j) 

Sit ^=.0: erunt*=:| : ^ - t f^^X t, ^, = -^4. 
djc ^ 1« d*» -1«' d*3 __j^g' dx* 

Promde abfciOae x=so refpondet punfhun flexus contrarii; & abfciflae |a r&* 
Ipondet maximum. 

Sit autem ~^ = o: erunt *« « , °-y=+°"; quare iterum abfciffis |a 
refpondet pundum flexns contrarii. 

In figura 48. delineatur curfus curvse, cujus dequatio eft ifsix^^a-x), 

5.173. Simulfmtd^ = o,f^ = o.^==o. 



J^"* '»7'«'= + iK— — i-T-^H •■!-?■"••• cafu concavitatis 

•A^iif = + x4+ — i:-^+— --7-? + . . • cafu convexitabs. 

^M — 1...5 djf^ 1...6 djf*— 1...7 dx^ 

Proinde pofito: exponentem differentialem «7-4 non eranefcere, & ferifm' ex^ 

ponentium difFerentialium %-^ , 1-1 , ^ . . . feftorem impoffibilem ,— i^ non 

d«* dae* djf ' '^ (*-«)«> 

comprehendere; nequit pro omnibus utut parris mutationis 6x valoribus ilmul 

cffe »^p> 'jg>p cafu concavitatis, & 'i^p^^^L^p cafu concavitatis : quare 

boc cafu punftum M efl punftum flexus contrariL ^ 

U Sint 



a5« 

Sint autem fimul ^ » o, ^^«o. ^ - o. il^-o ^'^«a 

Quomamefty-y.... + ^' d!|+A£ld:^ Ax»d^ 

y ' I...6 d**— 1...7 d*7^i...8 dx»^ * ' 

ut fimftio y fkt omnium "*?*/"*, debet efle ^ «««ativus 

muuma dx^ pofitivus * 

§. 174. Porro omnes exponentes differentiales f^ . . . J^^ fimul evanefcant: 

djt* d** 

*'^- . ^' d^y A*« d«y . ^ . . 

•jf 'AT • • • • -^ ir^aF "•'iZg dFf ± . . . . cafu convexitatia. 

Proinde JX non evanefcente, non poteft funul efi*e ^^ > ^^' vel 
d*^ iti^ "^ 'Mp 

^'N '^ 'MP* ^"^^* ^^ * ^^ punaum flexus contrarii. 
Sint autem ^ = ©» 3^ « o . . . . t^ = o: quoniam eft 

y ^ i«.8 djc« 1...9 a^ mmima 

efle ^^y negativus^ 
3j? pofitivui ' 

^, 175^ Ex his fatis fupcrque liquct mcthodus adhibenda, tam ut"^?^F" 
"^ *^ * * * mmuna • 

funftionis P (fuppofitionibus confentancae), quam ut punda flcxus eontrarii, fi 
quae occumint» determinentur.. Et fimul patet, eum efle utriusque hujus cur- 
varum feu funftionum fymptomatis nexum mutuum, ut funf^ipnes ab uno ad 
alterum transcant; &,, unadeficientc, alterum in locum cjus. fuccedat. 

Generatim igitur rcgula haec eft.. Si in feric cxponentlum differentialium 
^y ^ ^^, 5-|. . . . -^ impar horum cxponentium numerus, a primo inde or^ 
diundo, continuc cvanefcit fsi(ko x=a; cxponens autem par immediate fequens 
noa fimul evanefdit: funftio propofita omnium ^jJJ^eft, prouti exponens hic 

par 



par non evanefcens eft "®Sa^^^. Quodfi vero, £- evanefcente vel non eva- 

nefcente pofito x=a, impar exponentium difierentiaiium, qui illum fequuntur, 
numerus fimul evanefcit, dum exponens difTereutialis fequens non evanefcit 
funul; abfciffae x = a refpondet punflum flexus contrariL 

Hinc pofito m numero integro pofitivo, fi fit ^- =a xHl; abfciife x = o 
refpondet ™?^**°^ ant punftum flexus contrarii, prouti m impar eft aut pat. 

i<». Sit ^ = xv»-tQ 2°. Sit ~ = jf*»Q 

dx OJf 



Ent^^ffi^O: Erit gf « «««««Q^ 

djcam ^ iv^m ^ 

d^M+ii? 

_=s Q^M^ 

dJt^m+i ^ 

Cafu igitur, quo m eft impar, nu- Sed cafu, quo •» eft par, numerus 

merus impar exponentium differeritia-* par exponentium difFerentialium fuccef- 

lium fucceflivorum evanefcit fefto fivorum evanefcit fafto »=20, dumex- 

xso, dum exponens dtSerentialis fe- ponens difierentialis fequens non eva- 

quens non evanefcit : ^^roinde funftio nefcit : abfciiTae igitur x = q refpondet 

P eft ^^}^\ punftum flexus contrarii, 

li a §♦ 176* 



§. 176. Ex aequationibns 

dv 

^ s= o fequitur y ■» C 

^ = o jr » cx+c 

1^ = jr « -L_Cx»+JLc'jr*+CVKr 

d5» 

^ ss Q 

djr5 






Proinde «quatio curv«, mSmam «'^n^tam habentis, ab aequatione lineae 
reft» axi paraHelaB, vel ab aBquationibus ordinis paris parabolarum, quibus y 
per potentias integras abfciflae x cxprimitur, eo minus differt, quo propius 
punfta eurvae ad ^jIjjjjjjj punftum curvK accedunt Et a^quatio curvae, pun- 
ftum flexus contrarii habentis, ab aequatione lineae reftae (axi paraliebe aut 
obliquae) vet ab aequatiombus ordinis imparis parabolarum, qnibus y per po- 
teftates integras ipfius x exfMimitur, eo minus diiTert, quo propius punfta cur- 
vae ad flexus contrarii pimftum accedunt. 

§. 177. Qui fymptomata inter curvarum, quibua flexus contrarBi punfta 
aut JIStiIw ^" admittunt, intercedit nexus mutuus, fequenti etiam 

obfervatione illuftratur. 

Quaecunque de JJ^i™^ funftiom^s P dicuntur, vera funt de exponente dif- 
ferentiali, quando flexus contrarii punftum exiftit. , Proinde flexus contrarii 
determinatio reducitur ad determinationem !|^^|jxii exponexitis differentialis 

feu fdnftionis £^. Atqui (angulo coordinatarum pofito refto) ^ tangensr e& 
trigonometrica anguB, quem re6hi curvam contingens facit cum axe. Itaque 
in flexus contrarii punfto tangens haec-trigonometrica opmium ^^^ eft; 
proinde etiam angulus ipfe fit omnium jnjnjnujfi - 



N 



^ ^53 
Propofitio haec geometrice fic ftabilitur. Sit AMM' curva ab A inde Fig.46. 
usque ad ilf yerfus axem concava, & ab AT inde usque ad M' verfus axem coa- 
vexa; ita ut M fit punftum flexus contrarii. Ex My M\'M punftis agantur 
reftae tangentes, quae axi in T, T\ *7'punftis occurrant; & tangens Jlfrtan- 
gentibus Jlf'7^, '-/K'r in /'&'/ puuftis occurrat. Cafu hQC in triangulis TT^t\ 
T'T't angulus T fit internus, & minor angulis extemis oppofitis T\ 'T. Cafu 
autem, quo curva eft: ab-/f verfus Jlf convexa, & ab ilf verfus M' concava^ in 
iisdem triangulis angulus f fit externus^ & major angulis internis oppofitis 
T\'T. Tandemque cafu, quoexponens difierentialis ^ evanefcit» feutangens 
curvae in flexus contrarii punfto axi eft parallela; anguli, quos tangentes, per 
punfta ex utraque flexus contrarii parte fita duftae, cum axe ad easdem ejus 
partes faciunt , fimul funt acuti, & continue ad evanefcentiam accedunU 

Cafu, quo tam fimftio P\ quam exponentes differentiales fucceflivi ^^, 
ddv d^v &x 

Ax^^ dx^ ' • ' ^^^^ impoflibilis feu infiniti non afficiuntur, expofito; ad fun- ' 

ftibnes progredior, quae figno huic anfam praebent. . ^ 

§. 178. Et primum quidem, fi fit /*=:(p'a?4- ^^ : fafto x = ii, figni 

^ introduftione doccmur, fun6tionem P fieri impoflibilem. Hoc quippe cafu 
curva afymptotum habet abfciflae jf =1« relpondentem, & ordinata punfto huie 
refpondens efl: impoflibilis, (Cap. IX.) Exponentes differentiaks fucceflivi 
^' ^^^^ ^ • • • • impoflibrlitatis fymbolis . ^^, _JL_ , , ^ ,,,, 

Ax' d;c»' dJf^ ^ ^ (jc-a)n+i' (^pc.fl)n+a (jc-fl)n+3 

fucceflive etiam afficiuntur: quibus monemur, contradiftorhmi efle de maximis 
ac minimis, de concavitate aut convexitate curvae in punfto impoflibili disqui- 
rere. ' Omnes curvae afymptoticae, dum propius propiusque ad afymptotum ac*' 
eedunt, ad eum tendunt ftatum, ut tangentes earum fiant afymptoto parallebe*; 
& curvatura ipfarum continue ad evanefcentiam tendit, quam tamen nunquam. 
aflequitun 

. §. 179. Miflb hoc cafu, ad eos transeo, quibus Ifimftia P quidem impoffi-^ 
bilis fignum i non involvit, fed exponentes ejus differentiales illo aflSciuntur* 



^54 

Ut hoc eveniat, funftio P faftorem (jc-a)» feu (a-x)" continere debet, 
cujus exponens n eft numerus pofitivus non integer; & magnitudo hujus ex- 
ponentis determinat ordinem exponentis differentialis , qui primus impoflibili^ 
fignum involvet, 

Exempla. Sit n fraftio vera, feu n^^: exponens ^ cafu x = a affi- 

^*^* d* 

•cietur figno hnpoffibilis ^: quo docemur: tangentem per punftum curvae, 

quod abfcifT» 4f = a refpondet, duftam fieri reftis a^ ordmathn applicatis paral- 

lelam, feu tangentem hanc axi efle perpendicularem. 

Sit n fraftio fpuria, & quidem »^J; tum exponens diflerentialis ^ 
mipoffibilis figno -i-. prhnus afficitur, 

Sit n J|: exponens differentialis r^^ ille eft, qui hnpoffibilis figno JL 
primus afficitur. 

Univerfim fit »^**^': erit exponens differentialis ^is, qui hnpoffibi- 

lls figno -i— prmius afficitur. 

qIIV-A * 

§• i8o. Ut, qu» ad cafum hunc pertment, eo diftinftius tradam: a ca« 
fibus ordiar fimpUciffimis, us nempe, quibus y = x^, feu a curvis parabolicis 
asquatione hac defignatis. 

Et primo quidem fit n numerus fi^aftxis verus £., ad fimpUciffimos redaftus 
terminos, feu cujus termini/? & q diviforem communem non habent (quod 
poftea femper fupponetur). 

Tres occummt diflinguendi cafus. Poteft quippe fraftionis ^ terminus 
unus efle par, quo cafu alter erit impar; & tum par erit vel numerator/F, vel 
denominator q: vel uterque terminus p, q poteft efle impar. 

I¥imus cafus. Sit p numerus par, q impar. 

p 
Funftionis ^^ idem eft valor, feu x fiat negativa, feupofitiva: proinde dua- 

bus abfciffis aequalibus, quarum una pofitiva^ altera negativa eft, duasrefpon- 

dent 



\ 



255 

fknt ordinatse sequales pofitivae; ideoque curva duobus conHat ramis invicem 
congruentibus ad easdem axis partes, fed ad diverfas verticis partes fitis. 
Quoniam y = **: 

funt^= + «^-1 =+«.^ 

^ =^».i-».JL 

d** X*-" 

V-^ = — fl.I*ll...^-fl« w 



Proinde, quamdiu x non eft zero^ curva verfus axem concavafeft, propter 

-p^ =3 — «• I -•-~t^- & quoniam y=5xn; quomajor eftx, five pofitiva, five ne« 

gativa, eo major eft y: Ideoque fafta jt = 0, y=Jo eft omnium mihima. 

Faftis xTso, y = o, eft ^ = 0} proinde communis duorum ramonim tan- 

gens. in vertice eft axi perpendicularis,, feu. reftis. axL ordinatim applicatis pa- 
rallela. 

Duo igitur rami cufpidem ad* verticem formant,, pliis minusve acutam tum 
pro vario exponente », tum & pro varia parametro, qua fit y=pi^jcn. 

Figura 49. i*. fiftit curvam„ cuju&aequatioeft y = x^; & fig. 49.' a^. cur- 
▼am, cujus aequatio eft ff = x^.. 

Cafus feeundus. Sit j? numerus impar,, q par; 

Hoc cafu X non poteft efle negativa. Et quoniam y = x^;oh q numerum 
parem, eidem abfciflae duae refpondent ordinatae aequales, una pofitiva, altera 
negativa : unde curva duobus conftat ramis invicem congruentibus, ad diverias 
axis partes, fed ad casdem verticis partes fitis. Cafu hoc ordinata zero, ab- 
fciflae zero refpondens, minor eft reftis axi ordinatim applicatis inregione or- 
dinatarum pofitivarum fitis; major autem in calculo algebraico cenfetur appli* 
c^tis in regione. ordinatarunx: negativarum fitis : jitaque ordinata haec neque ma-* 

xinia 



I 
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xima neque minima judicatur, Sed abrcink zero minor eft abfciflis pofitivis; 

ideoque hoc cafu datur miniraura abfciffarum, fed nullum ™?^.^"^^"^ ordinata- 

mraunum 
rum, Porro refta curvam in vertice contingens paraJlela eft reftis axi ordina- 

tim applicatis. ' 

Quoniam y =3+ jt» : funt -? = ± 11 JL 

dof jpl-a 

-j^ =: + •• i-»-L-, Proinde ramus ad partes or- 
dinatarum pofitivarum fitus verfus axem concavus eft; fed ramus ad partes or- 
dinatarura negativarum jacens verfus axem conrexus eft, quatenus ad easdem 
cum priore axis partes refertur; feu hi duo rami funt ^1^^ convex^ "^^^^^ 
easdem partes cujusvis reaae axi parallelae, Vertex ideo fpeftari poffet tan- 
quam punftum flexus contrarii, quatenus curva ad reftam axi parallelam refer- 
tur. 'Sed cum duo rami fimiliter fleftantur verfus reftam axi perpendicularem; 
V, gr, verfusreftam, quae curvam in vertice tangit: ufu receptum hoc cafu non 
eft, verticem flexus contrarii punftum vocarc; fed potius vertex ut ^^^ 
punftum, quod ad abfciffas, fpeftatur. 

Fig. 50. o' curvam exhibet, cujuS aequatio eft »^*_7 • 

Ad hanc claffem pertinet parabola conica, cujus aequatio eft y = x^. 

Cafus Urtm. Numeri /?, q ambo fint impares. 

Hoc cafu abfciffis aequalibus P^"^^Y^s. refpondent ordinatae aequales etiam 
neeativ^' Curva igitur duobus conftat ramis invicem aequalibus, adiiiverfas 
tam axis quam verticis partes fitis; ideoque ordinata vertici refpondens nec ma« 
xima nec minima eft cenfenda. 

Quoniam y^x^^ 1^ = nJ—; proinde refta curvam in vertice contingens 
parallela eft reftis axi ordinatim appiicatis. 

Porro ^^=» — fi.i-ii— ; & quoniam numeri;? & q ambo iunt impares, 
etiam fraftionis 2—« ambo termini impares funt Proinde fumta x pofitiva , 
rr?. eft necativa: ideoque curva vcrfus axem concava eft: fumta autem x ne- 

gativa^ 



\ 
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gativa, -1-j pariter negativa eft, proinde -r-| fit pofitwa: quare in regione or- 
dinatarum negativarum curva eft convexa, quatenus easdem cum ramo priore 
j>artes axis refpicit, feu quatenus refertur ad reftam aliquam axi parailelam. 
Proinde hoc cafu vertex curvae eft punftum flexus contrarii. 

Figurissi. N. ^,* delineantur duftus curvarum, quarum aequationes funt 

Jam fit n firaftio fpuria feu major unitate. Cafus hic ad prjecedentem fem- 

per reducitur. Cum emm fit n firaftio fpuria, — eft firaftio vera: atqui quo- 

n 

niam y = Jif», eft y" = x: proinde, permutatis ordinatis, ten curva ad tangen- 
tem per verticem duftam tanquam axem relata, cafiis hic ad priorem reducitur. 

Exempk. Sit y = x* : erit x :=i y^ 
y = jc*: jif = V* 

S[ = jp5. «e = y ^ 

§. i8x. Ettodato cafu hoc fimpliciffimo, fidlior crit dlscuffio ceterorum 
cafuum, quibu^ aequatib propofita magis compofita eft. 

Sit nempe y = (P^-a;», h denotante numerum firaftum, & ^ funftionem 
variabilis x, quae fafta x = o non evanefcit. 

Erunt -1^=^.*« 

djf dJt • • . . : • 

cfdy _ A^(px ^ 

+ 2nA41.xr^i 
+ n.n^i^x.x^^ 

ax 



\ 






»st 



cU» 
+ 4»...»-a.!Sf.jif*^ 

■i ■■ M ^ ^ 



l\ Sit « numefas fraftus vem: erit $1 s ^.x» 

(U cU 

+ «^-1-. Proinde hoc cafu, 

faaa«9o, fit^^*^-^; feutangensadverticempandlelacftreaisaxi 
ordinatim applicatis. 

Tum quo minor eft x, eo minus aequatio difieKntialis curvse diSert stb 
aequatione J^ s n^.JL^: & quoniam ^noo involvitfiBi£torem x, {unftiohaec 
ibrmam habet ^+ Bx + Cr^ + Djc^ + • . .; & immiimta x limes ejus eft A 
Promde aequatio difTerentialis ^ = fffx..-i^ propius femper propiusque acce- 

dit ad 9equationem differentialem parabolicam ^ = «^^; & curva ip(a ad 
parabolam , cujus aequatio eft y = Aj^: ideoque, fafta x = o, y minima eft, G 
m fit numerus frafhis , cujus numerator eft par ; y hec maxhna nec minima eft» 
li n fit numerus fraftus» cujus denominator eft par. Denique abfciflae xss o 
refpondet^unftum flexus contrarii, fi n fit numerus fraftuSi cujus tam nume- 
rator quam denominator funt numeri impares. 

n"^. Sit • numerus fraftus fpurius ^ ^. 

Hmc^=^x« 
dx dx 

+ n^x.x^-i. 

Faaa 



■^ 



, »5« 

Fa6ta x = o, ^^ ^ = o> proinde refta curvam in vertiee iMatix^os parallela 



cU 

Igitur, inuninuta x, exponens differentialis fecundi ordinis ^ propius 

femper propiusque accedit ad hunc valorem, .ut fit -p^ = «.«•i^-^a 

».«- 1 iji-^-Sx+Cx^+Dx^ + ...)• -—'J & proinde aequatio curvae propius fem-» 
per propiusque accedit ad aequationem parabolae, cujus aequatio differentialis 
fecundi ordinis eft «.»-1. — . 

L ss — /y ; prolndc forma haec redudtur ad pri-« 

muni cafum (§. igc), atque ^omnium ^j^f fit 

2». Sit»=i+_^=^t^, JL=,-4±1_; igitur (§. 180. ca£ 3.) 

2q+t 2q+l » ap+2«+I 

abfcilTse x = o refpondet punftum flexus contrarii. 

3^ Sit n = i+5£±i=^±^, i.=-.^±I_j igitur (§. 180. caf. «.) 

abfciffie * = o refpondet "JSlHIf ordinatae y. 
^ minimum ** 

ni*». Sit nnumerus firaftus fpurius ^*. 

Hinc ^«^.^. 
djc dx 

+ tupx.xP^i 
ddy _ dV -« 

+ n.n-i^x.x»^ 



Kk * d»ir 



•' J 



abo 

Proinde, imminuta x^ exponens diiTerentialis ^ propius fenlper propiusque 

ad valorem n.n^i.n^tA-^ accedit: ideoque cafus hic reducitur ad contem- 
plationem curva^ parabolicas, cujus aequatio eft y = x" . 

i^ Sit n - a+^= 4i±^, i „ .^f» : unde (§. i8o. caC a.) 
a?+t 2?+i ■ 4?+*P+» ^'>' " f 

faaax«o,yeftommumS!^. 

a". Sit«-a+2£±I»42±^, i= 27 ^^ (§. ijo. caC i.) 

fafta * - o, of eft omnium J^J^*. 

3^ Sit «-a+gi«i^, V-:j^-^; unde (§. ,80. ca£ 3.) 
abfciffo xzao refpondet punftum flexus contrarll 

IV. Sit • numerus fraftus ^^ 
d^y _ d V 
. d]^~ d5?"* 



+ 6i..»-i^f .««^ 
djf* 

+ ^...n-a-r .«"^ 



Jf4-n 

Quare, imminutax, exponens differentialis -p^ propius jfefiiper proplusque ac- 

eedit 



2^ 



a6x 
cedit ad exponentem difierentialem quarti gradus parabolae, nempe 

jf =0 refpondet punftum flexus contrarii. (§. i8o. caf. 3,). 

j» = o eft omnium IJJfi^/illlf (§. i8o. caf. i.). 
mmima ^-^ ^ ' 

r j I. j- .. ^ • ^ maxima 
jp sr o refpondet ordmata omnmm jj,;«Ujj« • 

V. sit .54: „, d^ = ^.,. 

+ low.ii.l^.J^n^ 

+ Iofi.ii-i.fi-2— ^.Jcn-J- 

Proinde, immiauta x^ aequatio curvae per exponentem dJJTereiitialem ^X de- 

' dx^ 

terminata propius femper propiusque accedit ad %\ =?ii...»-4^^, 

* ^ 2J+I a?+i • 8?+ap+4'. 

fpondet ordinata y omnium JUfJi^*. 
* "^ muuma 

maxima 

minima- ' Kk 3 30. Sit 



a62 

3^Sit.=:4+?4f=«^-±f±^, 1=-4±1-; abfcifnex = ore. 

2q+l 2q+l n lq^2p+y 

fpondet punftum flexus contrarii. 

Ab exemplis hiis facilis eft tranfitus ad regulam generalem, qua curvarum 
aequatione y = ^.x> definitarum fymptomata cafu x= o determinantur. 

I». Si » = 2«+ ■iJLaigr*'^'*^^, I ^ ayH y minima eft cafu 
aj+i aj+i • 45r«+2flH-2i> jc = o. 

a».Si. = «.+?gl=«!!±^. i=— H-i-i :<=<.minid.a.ft. 

30. si •=a«.+^=4f:^t^£ii, i=_iit£ ; abfci(&^=o 

refpondet pun£hun flexus contrarii. 

4^ Si«=3».4-i+-;g-=^"'^^'^S i=_i2±L_. ab- 

25+1 af+I • • 4?«H-3«+2ff2/+i' 

Jcif&e x=io refpondet punftum flexus coDtraril. 

5».Si«=ai-+i+?^=42=±H±2£±£, i.= 52 . abfciia 

. 3J 3J ' • 4qm+2q+2p+l' ''™*^""* 

xs:o minimaefl:. 

a^i aj+i n 4qm+am+2q+2p+z* 

y minima eft caftt jrsso. / 

Eadem ratiocinia applicantur funftioiiibus f/^<p'x ±^x.x^, in quibus m 
efl: niunerus fraftus pofitivus; & ^'x, ^ funftiones funt variabilis x non 
evanefcentes cafu x » o. Quoniam autem fingulare hoc funftionum genus in 
mathefi inprimis applicata quam rariflime occurnt; fufEciat generale, ad quod 
exigi debent, prindpium expofuifle. 

. Huc usque tradita variis exemplis illuftrabo. 

§. I8a. £xifnpkm i. Sit P « VCfta+xx^ — '^x 

dx V^aa+xx. q • 

» ddP I _ Jty y V. ^ 

Fafto 
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UtproUema poffibUe fitj oportet, fit j>> : & fefto ;r««.--J£ — /»eft 
omniummimma, propter j^ifemper politivum. 

ExtmpUm a. Sit P ■■ ** 

log.P = Jflog.jf 

. EP- '"«•'+• , 

Fafto log.Jf+i=:o, eft log.jfr:— i , feu xsar»*»^; P»^iy« y^h^ 

Extmphm 3. Sit P « fin,""Jf fin.«>(<p-jp) 

log.P«nik)g.fin.jff-»log.fin.(^-jr) • 

dP I * 

. _ ss m cot.x -» cot ((p -«) 

g-—.. _=s -|«corec.2*-focofec.(^-a*).. 
Proinde P maximum eft , quando m cot.jcte« cot.(f - k) j unde fin.(3*-^)sslll5?fin.^. 
Extti^Um 4. Sit P = tang.'"xtang.i>((p.x) 

log. P = « bg.tangjc-f-ii log.tang. (<p.x) 

^--.•p ="''cofec.«-»cofec(^-jp) 

3jf» • 5 =" ""^ ^^** ^cofecjf -« cofec.(<p - *) cot. (^ - se), 

Pfoinde fafto *icofec.(ps-«cofec.(<p-jf), unde tang,(|<p-jf)=?^tang.|^; fun6tio 
p eft omnium maxima. 

Exmptm 4. at P as sf?Bfin.njf 

log. P = wlog.*+|ilogJin. j» 

. ^^ ** Prc 
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Proinde fafto — =5— xcot^» Jfcot i8o^— «p, feii af« — tang.i8o®— at; Peft 
omnium maxinui. 

Exmplmnb. Sit PsBfm.xfin.m90 

log.P « log.fin.JC+log.fin.ifijr 

^.i = cotJif+mcotfmv 
Ox P 

. i-s . cofec. *^ - «w cofec. ^mx. 
dx^ P 

Proinde fafto cot i8o^-Jc = mcot.«jc, funftio P efl: omnium maxima. 

Exmphm 7. Sit P = ^?^. Fafta jc=:.*, nuUus eft funftionls P Umes 

quod ad magnitudinem. 

log. P = iff log. (a+#i) -f- «log. (*+ jc) 
dP I I I 

ddP i_ m .n_ 

!<>. Sit fiam: fafto a+x^b+3t, oma^^ expwientes differentiales fuccef- 
fivi funftionis i^evanefcunt; prouti nuUas eft furiftionis hujus limes, tum quod 
kd magnitudinem, tum quod acl parvitatem. 

.,. "* + * , - J^n- *^ - ^ ' x*^"'"?; proinde funftio P 
eft omnium minima. 

ftio P eft omnium maxima. 

§. 183. Haftenus fuppofui, fiinftionem. P quantitatis mutabilis * ita ex- 

primi per hanc quantitatem, ut fuhftio haec fola fit in uno aequationis merabro, 

neque alterum ingrediatur. Fieri autem etiam poteft, ut cognitio relationis 

fiinftionis hujus ad quantitatem mutebilem x ab aequationis alicujus folutione 

pendeat, quo cafu funftio Pfit multifomiis.' _ . 

^ Cafus 



/ 



Cafiis hujus difficultas unice^refertiir ad imperfeftam ae^qatioAum doftri- 
nae (latum. Etenim fi folutio sequationum hx promtu' effet: redufta aequatione, 
a qua funftionis P& quantitatis x rela'tio mutua pendet,- radic^A ejus totiaeni 
cxliiberent funaionis P per variabilem x expreffiones, & SlSoriim"*J"* ^^' 
lorum determinatio reduceretur ad totidem funftionles uiiiformes, quot aequa- 
tio propoflta habet radices. Hinc funftiones biformes, jquse ab ^quatione fe« 
cundi gradus pendent, facile-reducuntur ad duas fiinftiohes unifbnnes. 
Argumentom hoc exemplis qui^usfdam apjiflnne^ d^larabitur. . 

Exmplwn x. Sit y funftio triformis ipiius x, quse exprimatur aequatione 
y»-*pjcy+jir» = o; & quaeratur valor omnium JJ^^JJ^ iRiiiftioius y. 

Quoniamy»r-pjfy +■*? = <>; - ■: • -■■ -i ■ 

^^nl'^^*^'"'^"^^'*^*'' fafto^rso, erit^tf;=yfjr,,&y=?^. Valor 

hic in aequatione propofita fubftituafur : jfiet ^H. '^ %x^sco,. a^j? * ssap'*^ ; 

hinc 3Jf*=F*^a, * = |j^a. y=j^^^ . 

Quoniani 3^'^--i»Arg S5j)y-i3xjet fafto^sad/ - 

eil 3wS— pjf?^^=3— 6jc; 3equatioidentica,faais*=ao. ' 

djf* dJt* y 

w^ ■ • • ■ '' 



'^''s^ 



i ;^r 



,1 



3-1- — + — > q^^^ y = o eft omnium minima, ' ' 

Sitautem*''?^^^^ ti«n^(|;>pi^aA-|p/;9^3)=r-.2/»»^a •- " 
y = ipr4 d* 

-. 1 -; ;.. • ■''■■ :^«" ^ : ;. :: : *"-|j .'Foin^e caf\i hoc y 
ef^ omaium maxima. . .,. 

: Mxemplum2. Sit y*— 4fl*j{y+jf*'sso; 
itaque 4^ ^^ — 4«'^^ -/W'^+4^^ J?f ■ Q.: fftfto. ^' «? o * .ftft y » ^r . j 

• 1 ' -' Ll Hinc 



Hinc ^-.3«*=o, jr«(^-3)eo, x\x*-^*)^, «^(Jf^-Hi^^^aX**-'»*»^^)?^ 

4 '4 

»«(K*+a*>^3)(j{jc+«ir3)(j«-««>^3)«6; cujus aeqoatioiiei zadices reaJles funt 

{'o,. r og 

Qaoniam y^g — «•xg « a^— »3-; pofito ^ «o, fit 

Fiat jr-+afa7: erit w^V^zy.^ a ~3«^^3J proinde y eft maxima. 
Fiaty«-«^a7: erit-^fl^J^sx^ « -3^*^3; igitur y eft mimma. 

Ex his excmplis fequitur regula generalis. Diferentietur sequatio propo- 
fita; fafto ^ « o, inde elidatuJr (quoad ficri poteft) valor ipfius y per jr ex* 
preflfe, qui in aequatione propolita fubftituatur. ^quatione hac redufta, no- 
tentur valores ipfius m inde eruti, A qui illis rerpondent vsilores ipiius y, qui 
cxhibebunt ^^jJJJJJJJ^ fi quod locum habet Quod jit definiatur: ex aequa- 

tione difierentiali eliciatur expoAens difierentialis ^ (omillis in altera diffe^ 

rentiatione terminis exponente difTerentiali -r^^o afieftis); ex quo, fubftitutis 
ipfiurum x &jf valoribus iaventis/dijudicabitur (fi non evanefcat): utrumvalo- 
jfibus inventis ^J|JJi^|!J^ refpondeat? Quodfi autem exponens differentialis^^ 
cvanefcit; recurrendum eft ad exponentes diiferentiales ulteriorum ordinum. 

Hinc patet: quantopere methodus haec ab aequationum folutione pendeat; 
& prdnde quot dii&cultatibufi polfit cafibus / pr%fertim complexis, efle ob- 
' noxia* 

§. ig4. Methodus huc usque tradita fimftionum alicujus quantitatis mu-' 

tabilis ^fi^^ determinandi omnium eft univerfaliflima, Occurrunt tameh ca- 
mmuna 

fus, quibus alium tenere modum minus algebraicum praeftat, & qui in matheli 
prscipue appUcata ielicii fuccefiu firequeater ufurpatur. 

Metho^ 



Methodus hasc iequenti nititur prmciplo. Si fanBM quantitatis alicujas 

mutabilis ^^;^ fit pro dato quodam variabilis jt valore a; duo ejusdem fim^ 

Aionis valorei^ invicem aequal6s aliignari (>oirunt, quorum unus majori» alter 

minori quantitatis mutabilis x valori refpondet. 

Principium lioc fipprime declarat theoria curvarum atque ordinatarum 
maximarum 
^minimarum* 

Primo tangens curv», per extremujn ordinatae omnium ^^^ dufta, iit 

axi parallela; tangen» h«ec a punfto contaftui& inde, motu fibi paraljiek), aut axi 

propius admoveatur, aut ab ipfo recedat, prouti curva eft verfus axem convexa* 

ita tangens haeccurvae ex utraque ^rdinatae otnnium IJJfi^Jf P^te occurret; 

ordinatisque aequalibus a punfiis occiirfus duftis aequales reTpondent fttn£tio-< 

nis, per ordinatas curvae defignatae, valore^. Sit dein tangens curv», per ex- 

tremum ordinatae "^?^**^ dufta^ ordinatis pi^allela: quoniam curva duobus 

■minunae ^ . , .. , . .... 

conftat ramis in hoc purifto fe invicem contingetttibus, & ad easdem axis • 
Imrtes fitis ; refta per h66' ^linfttbn' axi palraltela ; it motti fibi ptu^elo progrei&' 
a j>un£bo,illo inde verfu^ partes, ad .qu^s.curva jacet^ utrique etiam nxaa oe*« - 
cVirretj & punftis occurfu$ du» refpkmdt^bunt or^matKi invicem aequales 
duo funftionis ordinatis curvae proportipnalis vajores invicem aequales. 

Applicationem principii hujus exemplis aliquot illulbabo, a funpliciifimis 
ordiendo. 

Exemptum i. Sit >*S refta in punfto if in duas partes Tic <fividenda, ut ¥lg.s%^ 
reftahgulum ^2? X JZ^ iit omnium maximum. 

.Sint X & X duo punfta ad utraiiique pun6ti i? partem fita, quibus re« 
fpondeant reftangula AXX.XJBf A^y^X^B invkem aequaliaii 
Q}ioimA,AXy.XB^AX''y.XB: e(l .^JT: ^' ^ XBiXB 

ymc AX^ XX' ^X!Ba XX' 
■ ' et AX ^ X'B . 

unde lim.-4X* *= lim. Jf*A 

Atqui pofito iemper efle A2>AX, ff:i>X'B; ]im.AX:^Z^ j( \im.X!B^BZ; 
proindd :^2=^jBZ' •' ' ' * * ' ' • 

Ll 2 Exem» 



. js^m^mn fiamibm Stttnna quadratorum AZ, BZ 4ebeat efle omiiium 

niniiQa. 

. Sit .^+5.3:» ^^jr» + ^;f»; hine 

ZX'(-^^+ifJO = XJCiBX+BX') 
AX^+AX^ BX+BX' 

2AX+XX' « aBiC'+XX' 

• ■ • • ■ ^jr ■ « i?ir' ■• ■' • '' ■ 

lim.^ B= lihi.fljy'; hoc eft ^2«5 5Z 

EfceiHplum ttrtinm. Oporteat, fit .<fZ"ixAZ<>esmaximum. 
rig-SJ. . Sit AX^XBX'^ = iiX^-xJ-X'» ' 

Erit AX»:AX''^ '^BJC^iBX» 

•■'■■■'.■ > •• ;.'. . ■ i; • 

JX^:A:i*'AX^M^ BX>:BXn.BX> .. / 

JX«i : Zjr^^j:'»:!^ 4JC«9-a. AXf AX'«>^,AX* +....+ AX. AX^^^^XJ^t) 
Y ^iX*».: JCXXBX^t+^BjX^.BXyfBX^^r^^.BX^^+.y.^B^ 
\mde • • .. r .. ,. . ,. , •• ■ i' 

Quare & limes prioris rationis aequalis eft limiti rationis pofterioris. 
• Quomam autem lim.:S= i, & lim.f$= i, pofterioris rationis limes eft 

^X 4»-* 

^ - ,; m ; nj & limes r^tioms prjpriff eft AZ: BZ: igitiir AZ:BZ=^m:m. 

Exempkm quartum. Summa a X ^Z«»+ & X BZ^' debeat effe bmnium minima. 

Sit ax4X»«+frxi?jr« «Bx^jr'«+*x2?^j 

erit ACB^'^fl-3r'») « aCAX^^^^AX^^y' ' 
unde *.XY'(5Xm-i+5JP^.-5.^+i?-Xi»^.ff^* + ---'^-^-^^'**^^^0 
= ayXX'iAX.f^+AX«>-^. AX+ AX!^. AX» + ....AX'. ^»-a +4^«-i) 

..Bx^<.+ll<g)%...(li:r>.^w.(,+-<^)%...(-r) 

..B^.:..^.-.-.+-+(g)%-.(f)-a+g.(iy+.^(gr' 

unde 



unde & prjpris rationis Dmes p©fterioris rationis limiti aeqiudis eft; nempe 
i.5-2"*-i ; fl.i4Z«-i= I : j , feu JBZ^i lAZ^^i^^n :b, , . 

''Exmplum quintwn. Sint ^, 5 duo punfta pofitione data; & fit D0' c«f-« ng.^^. 
va fpecie ac pofitione data. Quaeritur hujus curvae punftum Z, ad quod du- 
ftis AZ, BZ reftis, fit fumma «x Jj?-2*"+ix JZ« omnium minima. 

Sint X&.x' duo punfta ad Utramque punfti Z partem fita, quibus aquales 
fmnmae propofitae refpondent; fcilicetax.4X™+*XJ5X»"=ax^X'«H-fiXBX*". 

Per Z punftamL afla concipiatur re^a tangens TT'i centris J, B^ radiis 
AX, BX' defcribantur arcus Xx', X'x, qui refljus AX!, BX in x', x occurrant 

Quoniam a-X.AX'^+bXBX}^=:aXAX'*H-bXBX''^ 
K.B-?^'"— BX''")»^^^'»-'^^»); 
hmc *.Xjf(BX»-i + B>C'»-».BX'+BX>^.BX'*+...BXVO : 

' = «.X'*'(^'«-i+^X''"-a.^4X+^'«-3..1X»+...^X"-i) . . ' 

ideoque rationum harun^ limites pariter funt iavicem aequales. Atqui X & x" 
verfus Z punftum funul accedentibus eft . • 
liin.X» ; XX* = coC.BZr' : x 
lim.XX'; X'x' =s i : coiAZT . 
quare lim. X» ;. x'x' = cof.flZr" : cof^r: oiuie fit (ot in exenpUg «nt«e«j 
dentibns) «.-4^««-i: &.5Z«-i= cof.SZr" : cof.^T, 

feu a . .rfi"-i coC//Zr+ 5 . 5Z'»-.Jcor.5Zr= o. 

Si plurafmt punfta data, 4 B, C,D, E.... & quaeratur fumma omnium 
mmima «x.4Z«+ix5Z«+fxCZ«+rfxZ?2"«+«x£Z» ... Eriteodemmodo 
a.^jZ"»-icof.^r+ b.BZ<^icoLBZT -^ e.CZ«^ico[.CZT^ <i > DZ«>-icot.D2T+ 
t.EZ'<^icof.EZT-{-"..^o, • 

Exemplumfextum. Sit i^unftum iptra curvam X4X' pofitione datum; per 
quod agenda fitreftaZPZ', quaefegmentum auferat ZAZ\ cujus area fit ommuin 



mmuna. 



Sint xx', rr' duae reftae ad utramque reftae ZZ* partem fitae, quibus Flg.55. 
jequales are?? Xi4X', 3:4r' refpofldeant. 

Ll 3 Quo- 



Qaomam X^x' = TAr' : fublato fegmento cominniu TAX^, erit 
XPr s x^Pr". Centro P, radiis pr, PX* defcribtntnr arcus Tx, Xy'- 
Quoniam Jri»r-jr>r, feu JTPr : JC'Pr' =1 1 : I 

lim.XW : lim.i'pr'=i i : i 
fed linuJTPr : lim.rA a i : i 
Iim.r/»* : X^Py' ^ PZ*'.P2^» 
lim.X'/'f'.: X'pr' = 1 : * 
ergo lim.JTPr: X-PT' = PZ^.PZ'*. 
Proinde area ZPZ' polita omnium minima, eft PZ^PZ'. 

Etcmplumftptmmm. Qmnibus ut prius pofids, refla ZZ' dcbett efle omnium 
ininima. ^ lisdem, qu« in exemplo fcxto, feAis; per punaa Z, Z' aaae cond- 
piantur redae tangentes ZT, Z'J*x & fit rr'=XX'. 
Quoniam XX* = rr': eft JK« s T'$', 

et lim.Xf : r'y' a i : i 

Atqui lim.Xx : Tx s • i : tang.Rfl* 

lim.r;f : X'y' =s PZ : PZ^ 

tm.X'y': r'y' = txag.PZY : i 
Ergo lim.Jr« : T';/' = iSrtang./^rT* : i?2'tang.P27: 
Proinde refta ZZ'pofita omnium minimq, erit PZ : PZ'=taag.PZr: tang.PZ'T\ 
Exmphm oSutmm. Arcus ZAZ* debeat effe onmium minimiis. 
Sint arcus XAX*, rAT' invicem aequales: erit ideo Xr« X'r\ & 
fim.xr:x'r'«r: i. 
Atqui lim.j:r : r« = i i rm.PZT 

lim.r* : X'y' = i2 : PZ' 
lim.xy: X^r* = fin.PZT' : i 
Ergo lim.xr ! JC'r' = i??fm./?Z'r: PZTiilPZT. 
Proinde arcu ZAZ' pofito omnium nunimo, eUt PZ:PZ'ss rin.PZT: PZ't,, 

Exem- 






«7« 
Exempla hssc oftendunt, methodum pofleriorem (4j[uatenus quantitatum, 
qu3B ^^^}^ reddi debent, evolutionem non requirit) priore metliodo gene^ 
rali pofle efTe faciliorem ac breviorem. 

§. i85. In exemplis praecedentibus relatio (inita inter quantitates inco-< 
g^iitas ita fuit poft difierehtiationem detenninata, ut ipfaa quantitates incojgnitae 
(quoad imperfefta aequationum doftrina permittit) poilent aifignari. . Transeo 
ad exempla^ quibus quaeftio propofita indeterminata effe videtur, quoniam quan« 
titatum incogditarum numerus videtur aequationum numerum fuperare : cum 
tamen quaeftio propofita reapfe iit determinata, fi natura ejus attentius perpeh^» 
datur. Hoc quaeftionum genus rl facilios inteUigatur, nonnuUa proponam 
exempla, a fimplicioribus ordiendp. 

Exmphm prmum. Summa propofita a dividenda fit in tres partes» fic ut 
fumma quadratbrum ex iisdem faftoriun fit omnium minima. 

Hoc cafu tres occurrunt quantitates idcognitae; & tameh prima fi^onte duae 
tantum proponi conditiones videntur» quarum un^ ad funmam datam trium 
pardum refertur^ altera ad fummam omniiun minimam quadratorum earundemu 
Quare problema propofitum poteft vlderi indetenmnatum : quod tamen, re ac« 
curatius perpenfa , reapfe eft determinatum. Etenim , parte qualibet eadem ma- 
nente, duae reliquae partes debent efie invicem aequales, ut quadratorum fumma 
(pofita unius partis conftantia) fit omnium minima. Proinde partes propofitae 
binae fumtae debent elfe invicem aequales; unde tres partes debent efle invicem 
aequales. Ratiocinium hoc applicatur ad numerum quemcunque «partium, in 
quas fumma data eft dividenda, ut*partium quadratorum fumma fit onouuum 
minima. Transeo ad computum; . 

Sit ^fiunma data; 6c fiht x, y, z partes^qviaefitae. 
Eritideo x + y + a= S 

XX + 1/y +zz=: minimo. • Sit v qoantiitas qoaedam ffiutat>ili!li> cujus 
mutationes pro conftantibus fumantor. 

Erit 



! 
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Hincpofitt » conftttte do Av ; idcoque *—— y-p«o, & *wy. 

«odemmodo, pofitoy <Uf d» . x^— a4f-o &>:-* 

. conibnte» d* ' • d« _ ' ^ "^a? cU? ®' * * 

. *dir '^"^dJJ *" ** 

^+ ^ « o 
IVffiter, pofita«conftinte, ^ ; hinc y^— «g«o, &y««. 

''dt;'*"*^^ * ® 
Unde tres partes qtuefitae debent efle invicem seqnales. 

Sit pariter j + Jf + y + ^^-^ 
0^9 + bxx + ej/y + ezz = nun. 



., d?,dx,d#,d«_^' 

. '4M4'» d;+ 35+ i+ a?-" 

Sint y & * conftantes: erit ^+ ^ « o 

flfl§i+&x— sx o; unde«g=*Jf. Eodcmmodooften- 
6v Av . 

ditor, debere effe ajasfy ««• Proinde ?'+ x + y + » = 5 ^g jgg* ^d 

aq ms bjc ^ ty ^ *St 

bct 
element^ reducitur, & fit jrr^x—^j-^^^j^pj^. 

Sit pariter ?» + x» + y» + »"+••• = da^o 
«j» + **«« + <y« + ««■+... = min. 

Erit 
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Erit w^i^+ fi»Jc«-i^+ myn^i^+ «««-1^+ . . . = o 
dv dt; di; di; 

dt; di; dt; • dt; 

unde, omnibus quantitatibus mutabilibus prseter q&x pofitisconflantibus,fiunt 

da . djc oV'"! Ax 

mf^i^+mx^^^ =3 o: quare 2 — =3 — _ 

di; dt; ^ ««"-i dj 

l,«j-i^+6«;cn-l^ = ^ =^^; 

* dt; dt; • Ajco-i dj 

hinC fljn-m = fcA:n-m — ^yn-m =3 ^2«-«* . . . • 



n— ni imi fHtn 

feu V^axq = ?^AXx=3 iTcxy^VeXZ .... 

Exemplum fecundum. Sit 5f+Jc+y+« . . . = dato =i 5 

5^ jcy^ =3 maK, 

Igitur q + x + y + %+.'. .^S 
l<^g-? + Jog-^ + logy + log.«+ ... =3 max. 

«■-^ +1 +1 +^ +•••=• 

dgr I . dw I , dy i , ds 1 . _ ^ 

dt; 5 dt; AT dt; y av z 

Pofitis omnibus quantitatibus conftantibus, praeter duas q, x\ fiunt 
d^ , dx 

—3 + ss o 

dt; dt; . , Lffll , feu q^xi quare ?=*=y=«.... 

d? I . djc I _ ^^ « * . 

6.V q m X 

Sieffet j+jf+y+a+ ..,=2 dato 

5» . *" . y . a» . . . . = max. , feu iBlog.5+«log.*+rlog.y+xlog.»+ . . . =max. : 

forent^i + ^f ^^ + d* +....^o 
dt; dt; dt; di; 

m^^.l+n^X+r%l+s^.l+....^o. Hinc, omnibus quantitati- - 
dv q dv X ov y Av z 

bus prseter q&x pofitis conflantibus, fiunt 

Aq 

Mm dt; 



^ • 



■74 

^ +^ =* 
dv dt; 

«if .i+fi^.i =r o: igitur •..!=:•. Ij & proinde«f.i=».i=r.i=s/.i 

unde res ad calculum vulgarm *"^ * "^ ^ +.*+.. .= 5 
reducitur per aequationes m.I ^m.l =r.i = /.i 

9 * y z' ' ' ' 

Obfinatio. Hinc determinantur tam JJ^j^* relativa fub datis quibusdam 

conditionibus, quam ^^^^ abfoluta, feu maxima maximorum SciHcetuna 
"» nununa ^* nununa minimorum »3C"»««-uDa 

pluribusve quantitatibus mutabilibus pofitis conihmtibus, determinantvr relatio» 

nesmutu» reUquamm, «t ^JJjJJJ^.^ad has conditiones relatum locumhabeat: 

remotis autem his conditionibus, determinatur "?^"""n ,1,^1^^ ^^ 

mmmium __ * 

maximum maxunorum A^vn;»- j t ^ • 

minimum minimorum * »^'>"i«ndo nenpe relationes mutuas ommdm quantita- 

tum m»..bOi«m. »t ^^^ jj™» ,^„ ^ g,^ ^ ^ 
trianguli alicujos magnitudine dato, 6c fumma reUquorum magnitudine data^; 
triangulum aequicrurum, in quo latera haec funt invicem %qualia, masimum 
eft triangulorum fub priore conditione conftru£lbrum : ut vero fub data peri^ 
metro triangulum fit OQmium maximum» feu maximum maximorum, tria ejus 
latera debent effe aequalia. 

Methodum praecedentem exempUs ad geometriam pertinentibus iUuftrare 
e re effe cenfeo. 

$. 186. ProbtifM. Inter parallelepipeda reftangula, eadem fuperficie in» 
tegra comprehenia, quaeritur illud, cujus capacitas eft omnium maxima. 

Sint jr, y, » acies paraDel^ipedi qusefitt. 
flt ideo xy-^-xz+yz = dato ^ xy ^ xz + yz =^ dato 
xyz cs max. log.jc4.Iog.y+Iog.i» = max. 
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Sit 



Sit«coflftans: erit ^(y+»)+^(jf+»)=o • , 

<*" **" j qaareyf«:*+«=i:i=sy:jr 

d* I . dy I _ * y 

dv X dt; ^ et 2; : is =y:* 

unde y^x. Eodem modo y=z. Proinde x =3 y ra ». 

Probkmiu Omnia latera figurae alicujus reftilineae praeter unum-dantur 
magnitudine. Quaeritur figura omnium maxima, lateribus datis & latere non 
dato comprehenla, 

Lemna. Area itgurae^cujusvis reftilineae femiilis eil fumm^e reftaiigulo^ 
rum omnium laterum binorum fumtorum, unoexcepto, duftcorum in finus fum- 
mx angulorum extemorum, qui inter laterahaec comprehenduntur. Vid,Opa-» - 
fculum infcriptum; Poltfgonomeirie, Gen^ve 1791. 

Exemplum i. Figura propofita fit quadrilatera. 

Sint A, Bj C tria latera magnitudine data; & fmt y, z anguU figuras ex^ 

terni, inter latera -/*& 5, B & C refpeftive comprehenfi. 

Erit jfBRn.y _ . 

+^fin.(y+;.) + SCfin^ == "^"^^- 

Hinc ^^^coCy 

Ponatur « conftans : erit ^^Cc(S'.(y+»)°*°» "°^® J?cof.y=Cco£(i8o®»(y+a!)) 
Pariterfaftoyconftante ^sCcoiz =<>= ««wJe'ScoT.«s3^cof.(i8oO-(y+«)). 

Exfmpltm 2. Figura propdfita fit pentagona. 
Sintlateradata ^, S, C, D; 
anguli externi quaefiti x, g, z. 
Ideoque (Lemma) >fJ3fin.x 

+-rfCfm.(*+y) + i?Cfm.y a max. 

+-rfi?fin.(*+y+») + BDrin.(j^») + CDfin.» 

Mm 2 hinc 



s o. 



»7* 

Hiiic AB ^cotx 

'^^'''tlb^rfit"*^ ^"^^"^ + Ccof-C^) + Dcof.(«+y+a) «o 

'°^*'*tibS*fit"*"" '^cof.(Jc+y)+/^Dcof.(jt+y+a)+lfCcof.y+5Dcof.Cy+a) =o. 

deniquepQfitisx&y ^cof.(*+«+«) + i?cof.(B+J8) + CcoC» = o 

conftanubvs, fit ^ "^ 

Proinde. quaeftio propoflta ad alteram reducitur mere geometricam (aut alge- 
' braicam), qua quantitates quaefitae x, y, « per tres aequationes datas deter* 
minantur. 

Inveftigationis methodum eandem efle » quicunque fit numerus laterum 
filgurae propofitae, ultro patet. 

Non immoror demonftrando formularum Iiarum confenfiii cum altent pai«» 
maria figurae propofitae omnium maxima? ^to^rietater qua £aixcet Bgura. baec 
femicirculo infcribitur, cujus diameter eft latus qualitum. (.Vide inter alia 
Opufcula infcripta: De relatiotu mutua eapacttatis QT terminorumjiguranimr Varlav.. 
1783. uibreg^ iPJfoperimetrie eUmentmre^ GenSve I79i.> 

Quaeri etiam poteft figura omnium maxima,. lateribus magnltudine datis 
comprelienfa. Inveftigationis liujus methodum paucis etiam exemplis illuffrabo; 
a cafu determinato incipiens, quo figura propofita eft quadrilatera. 

Sbt J,B,CyD latera data quadrilateri, quod onmium maximum fieii 
debeat. Du<3»tur refta diagonalis , quae propofitum quadrilaterum in duo trian-^ 
gula dividat. Sint ^, B crura unius horum triangulorum; & fit x angulus in* 
ter ea comprehenfus. Sint C, D crura alterius trianguli; & fit y angulus iUis 
comprehenfus. 

Erit AA^2ABcoi.x-^BB = CC^2CDcoLy+DD 
JBRnji-rCDiui.yi = maximo. 

Hinc 



A?7 
Hinc ^sritLx^ a CZ}fin-y~| 

jtScoi.x^+CDcor.y^ = o, feu ^i?cof.j^^.= CDcoLiiZorrff^. 

Ergo AB&BUx : CZ}rm.y « j1Bc(X.x : CI>cof.(i8«^^y) 

tang.x = tang.(i8o^-y);.- *= i8o^-y. 
Ma^imum igitcur quadrilaterum lateribus datis comprehenfum circulo poteft 
infcribi* 

Exmpkm feimtdum. Quaeratur pentagonum, cujus latera jf, B, C, D^ M 
dantur magnitudine^ dr quod fit omnium maximum. 

Ducatur diagonalis , quae pentagonum propofitum dividat in triangulum« 
cujus crura fmt D^ E; & in quadrilaterum, cujus latera reliqua fint jf, B,. C 
Sit X angulus exteraus figurae lateribus A,. B interjacens 

Z ^ m ^ ^ m- » ]Jy £ » «r » 

Erit {Potygonomtriey JA\-2JBcoU ^Dm.^DEcnrj^EH' 



+»^rin.(jH^)+aCfitt.y+D£fia» ="«^^»n»«>' 



Hinc u*5fin.*i^ 



+^°*«*)(»4) 



+BCfin.y^ 



dir 



jSBcor.x^ 

+^ccoc(^)(g+|)+5ccoi:,|-f DJrcai:.| '*" 

dv +^fin.(ac+y)) ^ di/ +5^«^.^ )■ do^ 

d*C ^Bcof.x dyC ^cor.{x+y) , d««jp^f, ^ 

"Sr +^cof.Oc+y)) "*■ ST +i?Ccof.y > +cE^^®^" * **- 

Mm 3 Fiat 



Fiat t conflans: erit 
2?fin^+Cfin,(ap4y) :Bco{.x+Cco{.(x+y) '^ jfrm.{x+!f)+B fin.y : ^co[.{x+y)+BcoLi/. 

Fiat y conftans : erit 
2?fin.* + Cfin.(^+y) : 5cof.4P+Ccof(x4y) = fm.« : cof.(i8o«-«). 

Pariter, pofita xconftante, fit 
-rffm-(x+y)+5ttQ.y : -rfcof.(x+y)+ffcof.y « fm.« : coC(i8o^-r-«)j quae pro- 
portio jam refultat ex duabus praecedentibus. 

.puae iflarufn juropertioQwn /cum asquatiQne 
AA+2ABco(jc _^ . ^« ^ 

+2ACco(.i^)+BB+aBCco(.y+CC "" ^^^^^ ^OEcoC.z+EE combinatae 

tres exhibent aeqnationes, quibus quaeftio propofita ad problema algebraicum 
detenninatum reducitur. 

Tertium iximplum. Quaeratur hexagonum lateribus -^, B, C, D, E, F 
magitudine datis comprehenfum , cujus area fit omnium maxima. 
Angulus extemus mter latera jf, B comprehenfus fit jt 

B,C^ ^ ^ ^ jf 
77, £.---- * 
' ''■ :^ ' E.F ^, ^ . . y\ 

lE.ntAA+2ABcotx ^DD+iDEcoLx' ' 

+iACcxi{.{x\yy+BB+%BCco{.y+CC^ +2DFcol{x^y\EE^2EFc^.y +FP 
et ^BCo.x + DjEanur' 

+^Cfiti.(x4y)+BCfio.y + BFii^ix'+y)^+EF{iT^.y' ^ «^ax"»*^ 

Differentietur utraque aequatio; & omnes quantitates mutablles x, y^ 
$c\ y ponantur fucceflive conftantes, duabus exceptis: hinc eruentur tres rela^ 
tiones diverfae quantitatum harum mutabilium; quae cum priori aequatione com- 
binatae totidem fuppeditabunt aequationes, quot funt quantitates incognitae. 

Theorematibus,- quibus formulae, ad quas pervenitur, anfam praebent, 
evolvendis; non imnioror. \ 

Problemata haec propofui tanquam exempla univerfalitatis folutionum cal- 
culo differentiali innixarum : eadem vero aptiffimafunt ad oftendendum, quanto 
breviores & lucidiores effe poflint folutiones n:e:e elementares iis cafibus, in 

quos 



179 
jjuos ^uadrant; cum facillune & miiverfaliter demonftretur: figuram lateribus 
magnitudine datis comprehenfam omnium maximafli eam eflfe, quae circulo 
poteft infcribi. .(Vide y. gr. C^yfwila «w« jam nominata.) > 

lisdem principiis infiftendo determlnari poteft figura omnium maxiraa 
cujus ^guli & perimeter 'dantur. 

Probkma. Inter pyramides triangulares iquealtas, bafi fpecie & magni- 
tudine (iat3e infiftefntes, ea qusMritur, cujus fupierficies eft omnium minimtf. "^ 
^ Altitudo pyhniidis dicatu* ft;' laterarbafis fint -^, J\ jf. Anfuli (quae- 
iiti), fiib quibus ftcies pyramidis lateribus his refpeftive adjacentes ad bafm in-- 
clinantur^ fint Xy x\ ^" rcfpeftive. Punfti, in quo altitudo pyramidis bafi occur- 
rit , a lateribns bafis diftantia funt refpeftive k cot* , h cot.x', ' hcoty. 
Aititudthes fflfcierum pyramidis fant *cofec.;r, ' *cofecy, Aotfec.xV^ 
Duplura are» bafis eft ,• A(/^cotiAr +-^'cot.Jc' + -^f 'cotA?*). 

Dupla furama facierum eft h(^A tokcx + -^cofec.x*+^-cofec.jr*>. 
Jtcot.x + yf cot.** + ^//cotJc* = dato 
, '.^cofec.* +^'cofec.jff'T'^'GQfec.Jt'' =« minimo. 

Hinc ^?^cofec.»Jc. .+ .f'^cofec.»*' +^''jLcofec.V so 
dt; dy dt; 

^cotxcofec.Jf+^'^cotJpWec.x'+^'Jlcot.jrWec.^^ o 
dt; dv ST 

Fiat x" conftans: erit ^J^cofec^jc +-rf' Jicofec^jc' » o 
-, di; . . , di; 

-45--cotAri:ofec.Af+-rf'.r-cot.jf'cofec.Jc' = o. 
oi; dt; 

Hinc J^ : — ^'^' « coi6c^x' :;cofec.«jr 

ji-jr • — -^T— = cotx'cofec.jf' : cot.xcofec.JiP 

^ dt; - dv 

Ptoinde cofec.^x' : cofec^x = cotJif'cofecJc' : cotj^cofecjr 
cofecjc' : cofecx =s cotjc' : cot.j(f 

I : I = cof.jp' . : cofjc; ideoqueJc=jr', 

Eodem modb infertiir ^ — ^V* Pyramidui^ igitur triangulariura a^uealtarum» 

bafi 



2S0 

bafi datae infiftentium» ea termiiiatur fuperficie miniina, cujus facies ad bafia 
^qualiter inclinantur. Vide Opufcula modo commemorata, in quibus propofitio 
haec methodo mere elementari adftruitur, & uberes ejus confequentias evol- 
mntur. 

§. 187- In quaeftionibus poftremo loco traftatis quantitaa, 4jua JJ^^ 
leddi debet, funftio eft plurium quantitatum mutabilium» a fe iavicem ita in« 
^pendenti&m, ut determinatio unius reUqufUS ^on determinet Criteria, qui« 
bus dijudicari poteft» utrum ejusmodi funftio J^™^ ^^^ V^^^tf ^^^ ^^^ 
primus omnium univerfalilfime conftituit celeb.DKLAGRANGB (JiiJieUanea Socitm 
mis Tmrmenfis ^lom. L). Sufiiciat hoc loco , funftiones duarum variabiiium con« 
fiderare, atque criteria haec ex formulis capite praecedenti traditis deducere. 

Quouiam eft ^P^^P « ^*^ i-2-3 

+^M'P+2^'^M'M*P+3^'^^WP 

I 1.2 ^ 1.2.3 , 

1.2 1.2.3 

1.2.3 

ut fimftio haec fiat J^j^^^ debet efle ]ff^ I ° 
Eft autem 

+ «Ajr.Ayyd*M'P = *d'/1 A*»+aAx. Ay_-— + ^i/''i^\ 



Pro- 
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AJT+Ay- " " j , ^« femper fimt pofitiva, fun- 

6tio p jnaxima efi, fi fit tam M7', quam yi^P^^ y f ^- negativa; & po- 

(yd'M>)» 
Cta' *d'!P n^tiva, acproinde— — , ,,, ■ pofitiva; necefle efl:, ut fit ^d'P 

('d'*d'P)* 
negativa; prsetereaque (figius omiflis) debet efle yd'P> ^ , . ^ -, feu 

Contni funftio P minima fit, fi tam 'd'P, quam M'.?— ^ d dP)* ^ 

'd"P 

Ctiva: & pofita *d'P pofitiva; oportet, Ct M*/» pofitiva, eaque talis, ut 
.ydV.W^C^d^d'/»)». 

Exemphim hoc funftionis duaram variabilium docet : criteria , quibus 
ta^jra fun^onum plurium variabilium difcernuntur, nonnifi fumma adhibita 
eautione.pofle determinari; mfi ex ipfa quaeftionis natura inunmediate judicari 
poiSit, utrum quaeftio ad ^^^jj^* refierenda fit, aut nulli limiti anlam praebeat? 

Exmphm primum. Sit P ^^ xx-\^-\^fy-ax'by 

*d*P=.2x+y -a ^"^* '^d^d'/'^!; 

M'P= x+2y -* "d^^^ + a 

proinde *d7». M-p^rr^XM^W)». 

Fiat [djP^sax+y-fl) =* o^ g^^^ « - y" ^^^ ^ ^^ valoribus're- 
M'P(=x+ay.^) = o « = £^ 

3 
fpondens, neinpe — filLX- , eft omnium minima. (•) 

(«) Irrepfit erfor typc^phicm in pag. 649. Cricoli differentmlis EvMU» ld)i fiinftio 

hsec mmlma dicitor «JTe -?f±f*=*? , loco -"^^^^^ 

3 ' $ 

N n 



Exmphimfetmubm. Sit P » Jf^-aaigr+y» ,_,,„ 

Fiat '^"^ " **: erit ^' ° ^ 

Quoniam faais J^^, eft 'd'Px 'd'P^ ('d'"d'/')»; fimftio P his valor^ 

bus refpondens non eft omnium IlJf *j""*. 
r ^ minima 

Fiantp^ erunt y^.^^^^J proinde W.W>(M'P.V/>)S &fun- 

§. 188- Quaftioncs ad JJJJ^* pertinentes magnam cum duftutangen- 
tium a punfto extra curvam dato habent afTinitatem. 

Per punftum enim datum agatur refta, ad guimi tenguam ajtem curva re^ 
feratur. Si curva verfus axem hunc concava eft; angulus, quem reCka curvam 
tangens ab hoc punfto dufta facit cum axe, major eft angulis, quos reftae cm> 
vam fecantes ab eodem punfto duftae faciunt cum eodem axe : conjtra prior an« 
gulos minor eft pofterioribus, fi curva eft verfus axem convexa. Problema igi^ 
tur, a punfto extra curvam dato reftam ducere, quae curvam contingat, ad aU 
terum reducitur, quo ab eodem punfto refta duci jubetur curvas occurrens, 

quae ^^Jjl^^^ angulum cum axe comprehendat Subtangens curvae dicatur t; 

ordinata reftangula per punftum contaftus afta dicatury: erit ^ tangens tri* 
gonometrica anguli, quem refta curvam contingens cum axe facit; proinde 

4 Sr= ^^ 'il^ - OJ '^ = V^' Atqui^ = i, fiveabfdfla. 
j minimum — — — ' jp ^^ ^ cuc 

rum origo in ipfo punfto dato ponatur, five in alio punfto intervallo dato a priori 
diftante. Ergo /x^ « y, & /ssyx-f; quod confentit cum §.40. 

Rela- 



Relatio h»c non effugit fuperioris fecuH mathematicos» quorum molimiria 
utrumque problema de duftu tangentium & de maximis ac minunis folvendi 
ad generales calculi diflferentialis regula^ viam ftraverunt; quos inter Ferma- 

TiuM, RoBERVALLiUM, Pascalium, Barrowium nominaro fufficiat. 

__ _ • 

§. i|o. Quamvis quaeftiones ad JJJf^j^a P^^*^^^^^^^^ "^^® ^^ ^^ tantum , ^ 

tempore cenferi debeant perfefte folutae, quo generales calculi differentialis 
regulae iis applicatae fuerunt;: abunde tamen, quae fuperfunt, moniunenta do- i 

cent, veteres geometras hujus generis quaeftionibus operam haud inanem im^* j 

pendiffe. Ipfk Elementa Euclidis propofitiones nonnullas ad JJf^^^^ P®^^^^" 1 

tes fiftunt, ex. gr. in 5« & g^ Libri fecundi. Luculentiffime autem hoc com- 
probant libri antiquorum ad analyfin geometricam pertinentes, a Pappo re- 
cenfi, & partim fuperftites, partim a recentioribus matljematicis j»ftituti; prse- 
fertim Traftatus de SeEHane reUionit Ef JpatUy de SeSHone determinaia^ & de Inclinatio' 
nibusy atque inprimis Liber V. SeSHonum conicarum AvoLLomu 

Quando problema aliquod geometrice folvitur; defeftus occurfus mutui li* 
nearum in conflruftione ducendaram monet de propofitae quaeftionis impoffibi- j 

litate : algebra autem impoffibilitatem hanc indicat per introduftionem quanti- 
tatum (quas vocant) imaginariarum , fefe invicem non deftruentium. Sedim- 
perfefta folutionis aequationum conditio obftat, quominus algebra hoc refpeftu 
fufficiat. Cum vero aequationum fecundi tantum gradus folutio plana fit; fun- 
ftionum ejusdem ordinis JJJfnim^^ ^^9^^^ P^.^ algebram elementarem determi* j 

nantur, quod paucis exemplis declarabo. 

Primum exemplum. Sit aajf— jcjc = x(afl— >?) funftio fecundi ordinis, cujus 
maximum quaeritur. Sit aax-^xx^p: erit x-^a = + Y"(fia^py Ut proble-i i 

ma fit pofiibiie; requiritur, non fit p major quam aa: proinde maximus ipfius 
p valor eft aa; & tunc jc— a « o, jc = o, 2«-^ s^^; feu duo termini produfti 
x{%a^x) funt invicem aequales. 

Exemptumfecundum. Sit numerus datus a dividendus in duas partes, fic ut 
fumma produftorum quadratorum ipfarum per numeros datos w, « fit omnium 
minima. Sint duae partes jr, a— jc; & ponatur mx$G+n{a^xy^p: 

Nn z erit 
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erit x»i * =3 ±y(P('^)-'^^, ut ptoblema poflibife fit, debet efle 
m+n m+» 

t(m+*>) > MMMn; feu miiumus ipfiiu ji valor eft «( 1*7^ ; & cafii, quo o e(l 
omniuHi nunuiia, nt * « "7:1» •*••* — ZTI/ 



» m 

i^^ Sit « « «: prodit aequatio primi gradus, quaa JJJJJ^^ \ocam 000 
ptabet. 

dio propofita nullum admittit limitenL 

nofito » < • » Y&^^ omnium minimus ipfius b talis eft, ut fit 

- y"(if«-ffwii). 
i s: n— i f; 

o 

Methodum hanc elementarem inveftigatloni minimi cene apium cellula- 
rum feticiffime applicuit fagaciffimus Dn. Le Sage; qui ita celebre hoc tam 
apud mathematicos quam apud rerum naturaUum ftudiofos problema primns 
ad elementa reduxit, & quidem ad inveftigatiohem minmii funftionis 
Tloiti-xx)'—^ cafu, quo •»< « (uti in pofteriori exemplo). Solutionem hanc 
amiciffime mecum communicavit, quo tempore ftudia mea mathematica patemo 
amore regebat; pariter ac plurimas obfervationes ad hoc caput perfinentes, qu» 
extant in CotmnttarM Jcademw BeroHnen/u ad annum I78a: Sur U 'mimmm de 
tire its aheolet det abeilUt, & tn partitulier fmr u» minimum mimmorm rtbti/i eett» 
matiert. Vid. etiam Relatio mutua &c 

Caput 



98$ 

K 

CAPUt DECIMOMNONUM, 

De ra4us cufydtitray et de curvis evolutme geimis^ 

Xint. iir, Jif' duo punfta alicujus cnrvse;. per qua& agantur duae re£be normaIe& 
MN^ JWV, quae axi in punftis N, N' occunant. Diftantia NN* pun^nun 
horum eft PP -PiV+P'y=A«-y^+y'^. . 

Quoniam isj. „'dy' _ dy 

yy = yy ,d* d* 



+a^r,r^v/y ^'y+v^i +^rio4^.^+s^.^+v^i 

«4- • m m m w0 m ' •{• •■ * ♦ •« * •* ^ 

+ . . . . - - + = , = - .. , 



+^'[^l-0+»S] 



+ 

$. T9I. Dua& normales jlfi\r, Jli'N' fihi invicem (fi fieni poffit) occarrant 
in 2 punfto. Punftum hoc occurfus fic determinatur» 

Nn 3 l0 



ng.Sl. In tnangulo NZN* eft rm.lfZlf* : rm.y' » NN' : A^ 

feu ritiiJltN^P^-MNP) : fm.Jf'iVP '= iVN' : A» 

unde cof.iV— fm.i\rcot.iV i i =s NN' : WZ 

cotAT-fin.^' : i ss NN' : NZ 

NP^MP^ i MN ^NN' xNZ 
dx 

et NP^MP^ : NN* zs MN : NZ 

dx 



Atqui ^=^+^.dd|+AxldV + A^.dV+,... 
^ iU cU I cU» i.a cU* 1.2.3 3*^ 

. A* r dy ddy . dV] 
+i:aL^di*dr«+*dl3j 



+ 

+iniL^W>^^d* djc^+^dx^j 

+ -- 

+ -•-.- - - - 

Ut CDftfequentiae cx hac proportioae neai poffint, duo diftinguendi funt 
cafus, uti in §. 170. 179. 

§. 192. 



• , «87 

§. iqt, J¥wim'eafM. Exponcntes diflFerentiales fucceffivi ^, i^. ^ 

l^, . . . figho impoffibilis non.afficiantur. 

Cafu hoc pofterioris rationis limes ^equalis eft rationi i + (^Y:^^^ . 

proinde & rationis prioris limes aeqiialis eft eidem rationi i + (5^)':— y— ^ ,' 



feulim.iH2r:Jfi\r*x+(^)^-y^,&Iim.JH2r=:JffiVxllS^. Atqui 

^d*' dx* ,A^y 






iHi\r=sy^i+(g)'J'(§.iio.) Ergolim.i«^=ilt§il. 

dar»' 

Obfervatio prima. Quamvis haec expreffio formam liabeat ne^tiyam, rej^« 
fit pofitiva, quando curva verfus axeni cohcava eft.' 

Obfervatio fttmda. Ex Z punfto agatur ZQ ipfi MP perpendicularis. Eft 



jrQ=iirzx^=JHZx 






iy 



Obfervatiolertia, Quoniam fin.ArJHP= ^ - d.fin. iVaCP 

iEquatio liaec immediate fic poteft demonftrarL Refta Jll'P' ipfi ZQ occur- 



rente iny, funtfin.iViiri'»^, fin.2VjK'i»'=^. hinc fm.iVJIfi«-fin.i7W 



ZiM' • '^^"ZM 



'M'0» I 



2Q_Zf ^P^.zt,r ' ^ ^. - ^Sm.NMP i ,Zp^^ ZM'-ZM 
ZSi 7M' ZM^^^Km^zFJ* — 1^ — '^ ZM^Ix^ZMTzM 



•, _d.fin.i\rilg/> _ 1 
. dx ZM' 



I 



ZM^^Ix^ZM.ZM'* .' * \ ! 
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Obferuatio quarta. SitP reaa occurrat in / tangenti *i8fr per K punftua 

et Jlft» ='Ajt»^i+(^»\ 



-flfV 



.. Vi.a 33^5^1.2.3 <£^^i...4 d*4 + "-V 



Atqui lim. J»Q - _^ --, Ergo alim.JIfQ=Iim.^. 

§. 193. Sumta Mqyr, aJjfQ = lim.:^ = — ^3^» fiat femper /j»:^ ; 
« & defcribatur (nlrva per punaa ^, 9' hoc modo determinata transiens. Tum 

centro Z radio iHZ = ^ ^ defcribatur circumferentia circuli ; quas 

"" dx» 
proinde per M&i 9 transit, atque redam MT^ ac proinde etiam curvam MM' 

in Jlf tangit Circumferentia haec occurrat reftae siP in J? & ^' punftis. 

Yvgonjb, Prvmutafw. Sit Mq quantitatis ^ limes quod ad parvitatem; ideoque 

fimper fit <^'> /^', & arcus 5?* extra arcum ji?'. Quoniam Jlfi* » 
It[ty.iR^M'tystq\ & /j'> /^'; efgo tR>m't: proinde arcus circuli JSf-ff cadit 
intra arcum curvae MM"'; ac tanto magis quaelibet circumferentia reftam MT 
inilf tangens & radio minore quam MZ defcripta, utpote circulum ipfum MR 
intus tangens» intra curvam AfAf' cadit .Tum radio MZ' majore quam MZ 
defcribatur circulus, qui reftae MP in j punfto, & reftae m'p' in r & r' pun- 
' ' ' ftis 



ftis occurrat Erit ideo Sl'q > Mq, & punftum *q cirtra curvam qq; pariterque 
arcus y cytraarcum ^p-ff*; quare, puixfto ilf' ad punftMm ilf accedente , arcus 
curvte qq' cadit inter arcus circulares qjR\ jr'; itaque erit /g'< V. Atqui 
M^ = M'txtq=:rtxtr: igitMr Jltt> rt; & circumferentia radio Z'M>ZM 
^ defcripta cadit inter arcuin ilOf' & tangentem Jlf r. Proinde hoc cafu arcus 
curvae ikfAf' jacet inter arcus. circulares MS^ Mr^ fic ut nuUus circulus, cur- 
vam in punfto M tangens, inter arcus ilOf ' & MR cadat 

Sfcundus cafus. Sit Mq quantitatis -^ limes quod ad magnitudinem; ita ng.56. 
ut femper fit tq<tR\ & arcus qq intra arcum qR'. Quoniam Mt^zzRtx tR'^ 
M^txtq\ & /jr'<^J?': erit^/<iilf'/; proinde arcus JKfft cadit inter tangentem 
& ariium ilfilf'; ac tanto magis qudelibet circumferentia radio majore quam ilfZ 
defcripta, quippe circulum ilfft extus contingens, inter tangentem ilfT & ar- 
cum ilfilf' cadit Tum radio ilfZ'<iilfZ defcribatur circulus, qui reftae M^P 
in r & r' punftis, & reftae itf^ in '5 punfto occurrat Erit ideo M'q<iMq, 
ir<,tR\ & arcus qq jacebit inter arcus qR\ 'qr\ Proinde punfto ilf* ad.pun- 
ftum M accedente, fiet /j'>fr'; ideoque filf*<<r, & arcus ilfilf* cadet inter 
tangentem MT & arcwjx Mr. Quare hop etiam cafu nullus circulus, curvam. 
in ilf tangens, inter arcus ilfilf ' & iifH transit. 

Nullus itaque circulus curvam in M tangens , radio five majore five mi- 
nore quam ilfZ defcriptus , cadit intcr arctim curvae ilfilf ' & arcum circula- 
rem MR, ad partes punfto ilf utrinque vicinas. Circumferentia igitur radio 
' MZ defcripta arcum curvae ilfilf' ftriftius tarigit, quam ulla alia circumferen- 
tia, five major five minor priore. Hinc circumferentia haec curvam ofculari, 
& radius Zilf radiui ofcukoor dicitur. Curvatura arcus ilfilf ' ad curvaturam ar- 
cus circularis ilfA propius accedit, quam ad curvaturam cujusvis aiius arcus 
drcularis; unde radius.Zilf vocatur radius twvatune arcus ilfjlf' in punfto ilf» 

Formula ideo radii curvaturae* efl: ^ — ^; cujus applicationem nonnul- 

hs exemplis illuftrabo. 

o ^ 194. 
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§. 194- Exempbu i°. Sit pand)dbi conica, cajus aequatio «ft yya»^x, 

jlfZ = (^P^, & iHQ == 2^^^:t2S). 

FP PP 

Obfervatio. Fafto y=o, fit MZ<mp; & hic eft limes (quod ad parvitatem) 
nornq^um parabolae. 

2°. Sit ellipfis coniica, cujus aequatio eft ^ = — (oa—jcx). 

JfZ= i^^^Jfi'^^-^ Fiat y = o: crit JlfZ = ^; & hic eft limes (quod 

ad parvitatem) normalium ellipfis« Sitasft: erit JTZa-ysii^feucoiiftaiis; 
quo cafu eUipfis in circulum abiit 

3^. Eodem modo determinatur radius curvaturae hyperbolae conicae ex 

«quatkme yy = *^(**— »); qua fit JCf = ((a«i-^^^+^^) j!. 

4®. Sit cyclois vuigaris, cujus aequati.o eft y=yXa»'*-**)+'«c.fiii.7.i» 

p:. dy _ ^a»-* ddy *• ,+r^V= £1; 

JHZ = 3rr(af(ar-Jf)). 

§. 195. Hucusque tradiu nituntur fiippofitione, dari limitem quoti-j^; 
quo cafii radius curvaturae poteft determinari. Ut altenm tafim, quo nuUus eft 
quoti liujus limes, diftinaius evolvam; a curvis ordiar, quarum aequatio fim» 
j^ciflima eft, nempe y = fi-»Jt". 

Defcribatur qmcunque drculu» curvam in vertice omtingens» cujus xadios 
fit r; & reftae in lioc circulo axi ordinatim applicatae fint y\ 
Quoniam y =i»»-»Jf«, cft »y = f «■*«». 

Atqui y V' = K^r-xy . ^- 

Ergo yy:yy = g^^jM : «(ar-of). 

i^Sit 



V- 



i^ Sit 2n=r, feu » = f ! tnttff/ ! yV = p»-iwi: ar-jt s p : y-^jc. Pro- 
inde, imminuta x, ratidnis pofterioris limes eft mio p : ir; & ratio haeceft ra- 
tio aequalitatis/fi p = ar, feu r ='|f. 

!i^ Sit a«>i; ideoque yy :yy*=p«n^ii-i:ar-Ar. Imminutaof, nuUus 
€ft Ijmes (quodad parvitatem) pofterioris rationis; itaque nullvs etiam eft limes 
(quod ad parvitatem) rationis prioris: quaeiibet igitur circuli circumferentia, 
curvam in Vertice contingens, cadit extra curvain ad partes vertici vicinas, 
utcunque parvus fit radius ejus r. 

3*. Sit a»< i; yy lyY^sp^^: x ««(ar- at). Imminutax, nulius eft po- 
fterioris rationis limes, quod ad magnitudinem; ideoque nullus etiam eft prioris 
rationis limes, quod ad magnitudinem, Proinde quadibet circuli circumferentia 
eurvam in vertice conting^ cadit intra curvam ad partes vertici vicinas, utut 
magnus fit ejus radius r. ^ . 

Ideoque parabolas inter, aequatione y =fi-»*n determinatas, parabola co- 
nica fola eft, cujus curvatura in vertice cu^n curvatura circuli conferri poffit. 

. Idem confequitur ex applicatione formulae generalis radii ofculi ad cafum, 

in quem quadrare non poteft: eum nempe, quo nullus eft quoti ^ limes, 

JU t 
five quod ad magnitudinem , five quod ad parvitatem; feu quo formula radii 

ciirvaturae R^ ^ fit autzero» aut impoflibilis. 

, Etenim pofito y=;?i-njc«, fit ^ =2 «pi-«x«-i ^ 

djp* 



!•. Sit«=a: erit R = — |px(i+4— ^ J & fa^a *=©, JPa— |f. 



Oo z a*. Sit 



a^Sit«>a: crit JP £fl_; &faaax-o, ie=— _-£ll__ 

. , ,*■-* ii(«-i)o»^* 

||I»-1 

quod eft iignum impoflibilis. Nullus eft circulus, utut magno radio defcriba* 
tur, curvam in vertice contingens, qui extra curvam cadat ad partes yertici 
Ticinas. 

(l+WI J 

3^ Sit n^^; crit JP«^pMJcaHix ^^"^ ■: proindefafta«=o, 

eft J? ==: o; feu nullus eft circulus, radio utut parvo ddfcriptus, qui curvam in 
vertice ita contingat, ut ad partes vertici vicinas intra curvam cadat. 

4^. Sit • =s I : erit Je « — Xx- Hoc cafu linea propofita eft refta: pro- 
inde contradiftorium eft, de curvatura eju* dicere; quod monemur figno im- 
poflibilitatis ^, ab abfcifla x independente. Idem contingit, fi fit « s? o; quo 
cafu linea refta parallela eft axi, ad quem refertur. 

5*^. Sit n^^: permutads coordinatis, cafus hic ad tres priotes reducitux» 
>o 

6^. Sit • negativa, feu curva propofita fit hjrperbolica. 

Tunc jt^- C^^^^^+^^^P^+f^y ^ t Etquoniamcontradiftoriaeftfuppo- 
n.n^ipi+^ jfaa+i 

fitio * = o; introduftione figni JLj^ monemur, contradiftorium cfle, loqui de 
curvatura curvae in punfto per abfurdum fifto, ubi afymptoto occurrat. 

Quo minof eft x, eo magis radii curvaturae valor accedit ad ^=— ^£j— -^; 
& quoniam nuUus eft abfciflae x limes quod ad parvitatem, nuUus etiam eft 
radii It limes quod ad magnitudincm. 

Fiat 



m 
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Fiat3Jt«»«: erit Jf «-^^i+A,^ . Huicabfciflaerefpondet punfttunfle- 

Xns contrarii. (Vid.. Fig. 47.) 

Sitff5tf=*'(a-*)- Tunc p>^ = Jfj:(3o-4») ,a 

Utrique abfciflae * ^ f refpondent punfta flexus contrarii, quibus nuUus re- 

fpondet limes quoti ^. (Vid. Fig. 48.) 

in punftp flexus contrarii ot ^ = o eft ^ = C, y =3 C+^x. Proinde 
aequatio curvae eo propius accedit ad aequationem lineae reftae, quo punfta cur- 
yae ad punftuni^xus cootrarii propius.aQcedunt, , • , , , ^ . ( .j ^h 

§., 196^ C!bnfideratio curvaturae curvanun ad focum aliquem relatanim in 
matliefi, imxta praefertim, frequenter magni momenti applicationibus infervitj 
quire breviter eam explicabo. - .,.•. 

* , Sit i'' focus,- ad quem curva MM' refcrtur p«r, rs^dios veftores FJff, f^JI^^. glg.57. 
atque anguldS ^FM, jiFM'. Per «f agatiir refta tangens MT, ciii FJl^-ia / oc* 
currat. Curva eft verfus focum F ^^^l^. prouti Ft^FM'. 

Sit FM^tf, FM'=y\ AFM= x, MFJft = Ax. " ' ' ^ 

• „ . A« dy , Ax» ddy . A*3 d^y Ax* dV . 

„ _.„ ri n.PMT _ „v 1 ' '' ■' 

^ * * Im.(FJMr.A*) " ^ ^^-cot.FMniti.T^x ' • 

ts yfec.Ax(i+cot.FJIfrtang.Ajif+cot.»FJIITtang.«AaH-oot'FJrrtang.3i^ 
a, y(i+ftang.*Ax-|.|tang.*Ax...)(i+cotJ?afrtaug.^^*+cot.Wrtang.«A*+-^ 
:feyfycotFJIfrtang.Ax+|ytang.^Ajf +JycotFJfrtang.^A*+..\' 
+^^0^*-?» Ttang.^Ajj+ycDt^^Jlfrtang.SAjc. . . 

Atqui cotF4rr=- 4- (§. 490' Ei^go. ^urva pofiW verfus focum concava, eft • 

3 if '< 
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x.a dx» 1.2.3 cU» 

Proinde quoti ^ limes (fi quis detur) eft \y-\-^.C^y^S. ^ 

Sdlicet cunra verfus focum eft ^^^^^ ^ fi4v+i/^*— * *^>« 

Et pofito curvam ad utramque punfti M partem extendi, M eft punftum fle- 

xuscontrarii, fi fit |y+ir^)'-J--.4^^ a ©. 
■ jfxu^ i.a d*» 

Ab radio veftore MF abfcihdatur Mq = lim.*? = ^'* ' ^^ ' 



«'^yVday i.ada» 
^ ex 9 punft» erigatur ptfpendiculum 9J?, qnod nbrmali per Af duftae in R occur- 

rat : erit MR diameter cumturae in punfto M (quod demonftratur, uti^. 193.). Sed 
««Jirjfec.9JK»=WjcofeciW«g^L = jfax ^CMH-dP) ^^^^^^ 

(Vy+(^'^^ 
*** ^dvN» ddv > & reftaJttbifariamdivifiiinZ. fit radius cur- 

,atur«i£Z«*-0^±^^. 

Formulas has variis exemplis illuftrabo. 
.'. Expmi^nm prmm* Sityssr quantitas conftans: tonc Jlf2» ILaay,, quae 
cft aequatio circuli. » 

Exemptum/ecundum. Sit y s=/;fec.*|x, quse eft aequatio focalis para&olae 
conicae. ^ « pfec.»|jftang.|* = ytang.f* j„., 



dj«» 



^ = f (rec.»*tang.»|jc + Ifec.-» ^x) '^* ' 



Mq 



x^ ....■• ' ^ . 

p :■.,...• 

• *p . . 

£vM9>JKM fefiiam. Sit y - ri — f- > ^ «^ ae4|uAtio dlipfis conieae ad £M 
ddy _ AftgcoDc , aJ>bttCm,»x Ak» * W 

E^edein fonniitoe ?id byperbolam quoqae applicantor. . 



Extmplvm yualtuth Sit y = r^ , quae eft aequatio i|>iralls logaritlimicae. 
ddv 1 1 3 nm ^'* -. «. Pr<ande limites hi pa-' 

dxr* ^ <p(p • ilf« "* 

ziter crefcont in progreffione geometrica. ^ 

a«2«y5^0+— Iog.»r). Radii igitur curvatura^ 

, • . W ... 

itiam in progreffione gedihetrica crefcuht. 

Exmptum quintumi 'Sity = irJec.x+5, quae eft «quatio conchoidis. 

^ =s afecxtang.* 
dx 

^ « ofec.xtang.**+ftfec.*x«fllcc.x(tang.*x+lec»«*) 
dx* 

jjj. _ (aafec^x + V tb fec.x+ 5&)-» ' .^ . • 

"" 4:3flfifec.xtang.*jf±fl6fec.*4'*ft' -^ 



i^ Sit 6ao: linea, cujus aeqna^p ys afec>f. fe£b eft; de enjQscar-' 
Yatura dicere contradiftoriuin eft, quod monet introdu6(io figni impoffibilis §. 

2-.SMb^a: eftiggtrr,. (fe;-'^±2fe;4±0L 

Fiat x^o: erit JlfZ = t^, Nempe conchois inferior cafu, quo frc=sa & x^a^ 

in polo cufpidem l}abet; & dum ad polum acc^dit, nuUus eft radii curvaturae 
limes quod ad parvitatem. Vid. Fig. 58* 

3^. Conchois fuperior habet pun^lum flexus coatrarii, quod determmatuf 
per aequationem aafec.jftang.*x»«fec.« + *. Fiat b=a: erit 2fec.*tang.*jif=3 

a(fcc,jif+i); unde afec.ar(fec.x— i) es I ^ & fec.x = ^ , quorum vsdo- 

rum prior tantum propofito fatisfacit 

4^ Faao:r-9oO, fit JHZ=aX= — fec.^90<>. ^{ec^^o^ » a X oo»> 

,• . fec.9Q«tang.'9o® 

Signum hdc impoffibilis'monet: contradiftorium efle de curva loqui cafu^ quo 
X =3 90® ; nempe conchois curva eft afymptotica, cujus a/ympteta i?ft axi pcf- 
pendicularis. 

§. 197. Cum doftrina curvatur» arftiffime conneftitur, quam primus geo- 
metrica methodo tradidit celeb. Hugenius, theoria curvarum evolutione geni- 
tanim;.ftridnn itaque hoc loco adhuc exponenda. 
ng.S9. ' Curvae amm! filum feu linea flexills circumplicata intelligatur; &, manen- 
te una extremitate illi aflixa, altera extremitas, ftylo ex. gr. ilii annexo^, fen- 
fim ita abduci (^cipiator, ut pars fili MN^ luae foiuta eft, femper in direftum 
extenfe fit, & curvam tangat in pun^^o M^ ubi illam deferit. Curva -*W'. 
quam ftylus motu hoc defcribit, dicitur evotuHone curv» AMM' gmta; ipla vero 
AMM' dicitur evoluta. . , . 

Obfervatio. Filum curvae AMM' applicatum poteft in A terminari; quo cafu 
curva evolutione genita transit per punftuin A Sed fieri etiam pofceft, ut fiJum 
ultra curvae punftum -^ protendatur juxta; reftam A^ pofitione & magnitu- 
dine datam, quae fcilicet curvam AMM' Io punfto ji contingit Quo cafu cunra 
evolutione genita transit per punftum /1\ 



Centro ^f kkOo MN deferibatur drculus, & agatur reaa ATripfum in N 
tangens. Dico: redam ATT in eodemopunfto N con&ngere curvam evolutione 
defcriptam. 

i^, Sit iV* punftum curvae NN* remotius a principip -rf, qiKim eft punftum Fig..W 
N^ Sit N'M' fitus fili, quo extremum ejus peryenit in N*; & fit ilf ' punftum **^* 
curvBB evolutae ^MM', ubi fiium N'u' eam contingit: reftae NM^ N'm' fibi in- 
vicem occurrant in punfto #»', & refta M!lf occurrat in n tangenti NT circulL 
In triai^ulo mixtilineo MM'm eft JH«i' + «'ilf'>2klM'; proiade addito utrin- 
que arcu ir^= JlfAr, fit Mm+ mM'+MN>M'N': 

unde •»*// >«'iV'. Atqui, propter angulum 

i^eftttm iV, f»V>«iV': ergo (a fortiori) w»'>i»'i\r'; proinde punftum n tan- 
gentis ;\rr eft extra curvam NN". 

2''. Sic n' punftum intcr punfta ^ & N. Sit n'm' fitus fili, quo extre- 1%.^» 
mum ejus eft in n\ Agatur refta MN\ quae tangenti NT in n punfto occiu:- 
rat In triangnlo mixtilineo MM^n' eft MM' + mV> M2V"', hoc eft 
MN>MN^; atqui propter angulum reftwn N eft M»'>MW: ergo a fortiori 
M»'>mV; ideoque punftum n eft extra curvam NN\ 

Circulus igitur centro M radia MN defcriptus & curva evolutione ge-» 
nita NN' liabent in JVpunfto tangentem communem; proindeque circulus hic 
& curva NN' fefe.invicem contingunt in JV. 

Porro autem cirpid»s hip 6f cujrva NN' fefe invicem in N punfto ita con-* 
tingunt, ut prior pofteriorem oftmTetur, Ceu ut nullus alius circuius, curvam 
in N contingens , inter banc purvjan^ ^ prwpm circulum transire poflit» 
Etenim 

i^. Sit M* punftum quodvis curv» AMM^ ultra punflum M fitum; ac fit Fig^59* 

M'N' fitus fili, quo curvam MM' in M* tangit, eodemque fitu filum in pun- 

fto R' occurrat circumferentiae radio MN defcriptae. In triaagulo mixtilineo 

M'MR e&^ M'M+MR'>M'R' - . . - ^. i^ „ j- ^ir^.A^ 
feu mN' > M'R''^ promde circumferentia centro Mradio MN de- 

fcripta cadit intra curvam NN'; & nulla circupoferpnti^, radip minore quam 
MN defcripta , atque curvam in N contingeM, cadit inter arcum curvae Nl^ 

Pp & 
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& arcum drcularem NR\ Sit autem Nm' radius major quam NM; atque filum 
per m' transiens curv^ MM', Nn\ NR' iu JK ', iV, R' punftis refpeftive occurrat. 
Quoniam irm'+m'ilf'><Af/lf 

eft Nm'+m'M'>M'N': 

unde m'N > «'i\r'; ideoque drculus centro m\ radio «'AT defcriptus 

extra curvam NN* cadit. 

Rr. 59. a°. Sit Jlf ' punftum quodvis curv» ^fM inter punfta jt 6c JH fitum ; fit rur- 

fus M'N* fitus fili, quo curvam mm' tangit; & hoc fitu filum occurrat m R* 

circumferentiae Nlt\ 6c curvae NN' in N* punfto. 

In triangulo mixtilineoJ«f'/l' eHMM^+M^R^^MR^^MN^MM^+M^N': 

unde m'r' > m^N'; 

proinde circumferentia NR' cadit extra curvam NN* : & a fortiori nuUa circum- 

ferentia curvam NN' contingens in JV, & radio majore quam MN defcripta, 

inter arcus iVW', NR' transire poteft, Sit autem Nm' radius. minor quam NM; 

& fit m'M'N' fitus fjli, quo per m' punftum transit. Quoniam 

Mm' + m'jlt > MM\ addito utrinque arcu M'ji, eft 

Mm' + m'N' > MMN' > MN: 

unde • m'N' > m'N. Proinde circulus centro »' radio m'N de- 

fcriptus cadit intra curvam NN*. 

Circumferentia igitur circuli, centro M» radio MN defcripti, curvam ofcu« 

latur in N punfto. 

§. 198. Curva itaque ^JKilf'locus eft centrorum drculorum curvam ANN* 

ofculantium. Si curva NN' in aliquo punfto nullum habet radium curvaturae, 

ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad parvitatem; curvae MAf', JVJV* 

hoc punfto fibi invicem occurrunt : fi vero curva NN' in aliquo punfto nuUum 

habet radium curvaturae, ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad ma- 

gnitudinem; nullus etiam eft limes diftantise, qua curva JlOf' ab curva NN* re- 

movetur. Quando autem aliquis eft radii curvaturae limes quod ad parvitatem, 

curva MM' curvae NN' non occurrit; & curva MM' intra limites quosdam con- 

tinetur, fi fimul aliquis eft radii curvaturae curvae NN* limes quod ad magni- 

tudinem. 

Sit 



Sit Z centnim circuli ejusdem cum cum ^JIf curvatone iu punfto M; ex IIf.5*> 
quo demittatur in axem SP re6ta perpendicularis ZX. Data aequatione curv3e 
SM, determinatur etiam ^equatio curvae, quae eft: locus punftorum Z, per coor' 
dinatas SX, ZX Etenim fit ZQ ipfi MP perpendicularis. Erunt , 

zjr = «q-wi = -^g — y. 



SX = 5:P+-ZQ = SP+ iIfQtang.2iirQ = * + ^ x 



dx* 
Extmplum primum. Sit yy =: rr^^xxi ^ ss — — ; 

ddy _j ^i.j ^ a- _i«»ff* s — !!• 

. XX 

5X=Jf— — XX =3jir— jf = o, Proinde pimfta Z ad punftum unicum redu- 
.cuntur; quod confentitcum palmaria circumferentiae circuli proprietate. 
Exmphm ficundum. Sit y = ^(^trx-^xx) + r arc.lin.v. * : 



erit ^ ^r^ 

4^ = ^ix. 



d*» X V{2rx'xx) - 

ZX= -^ (rarc.fm.v.- —I^Carx-xx)) 

SX = 4r— jfr 
Unde facile.deducitur: cycloidis vulgaris evolutain pariter effe cydoidm vul- 
garem, eamque cum priore congruentem. 

Exemptmtertium. Sit yy^aj;*: ^=^; ^,«— ^=-|?. 

Pp a hinc 
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Hmc ZX^ ?i, S2r=ir+3x; 
^ PP 

Igitur CDnlca& evoluta & ipfa parabola eft aeqoatione /^y = x^ determinata. 

Contra detenmnatio curvae evolutione genit» requirit reftificationem cur« 
va& evolutae. Et cum curvae propoiitae unica refpondeat evoluta : uni eidemque 
curvae refpoodent innumerae curvae evdutione hujus genitae» quaCeoiis vanatot 
ffili evolventis principium» 

§. 199. Quamdiu curva evoluta qimi Iiabet pun6hnn flexus cootrarii, cm> 
va evolutione ejus genita continue verfus easdcm partes progreditur. Quodfi 
autem curva evoluta punftum aliquod flexus contrarii babet; dum filum abdu- 
dturapunftis curvae fenfu oppofito flexae, ftylus ad partes oppofitas regredi* 
tur: unde curva evolutione genita duobus confi:at ramis» in punfto regreflus iit 
cufpidem coeuntibus, quorum uterque verfus easdem partes ^^^^]^ «ft* 
Quare doftrina evolutionis curvarum apta eft ad dirimendam controverfiam de 
hoc curvarum genere inter mathematicos agitatam, & ab ilL Euuno iii Com- 
mmiariis Acml. Birot ai mm. 1749. Mde enodatanw Hic breviffime argumeA^ 
tum illud attingere fufliciet 

Sit n numerus fraftus fpurius pofitivus, cujus denominator eft numerus 
par. Sit pfi=»9x± ^x.jt»; ita ut fimftiones ^ x, ^ faftorem * noa conq^re^ 
hexKiant Per hypothefin x non poteft efle negativa. 

Sint 

^ =J+Bx+Cm^+Dx^+^ 

'feitur 
py ^J+B'x+C'x^+D'x^+...±iA^+Bx^^i+Cx^+Dxl^^^'0 

j^= B'+zCx+^D'x^+^.± (•iAii-i4<H-x)^Jc»-KiH-a)C*'M^H<»^3)Dac^ 

dx 

p^ « aC'+3.aO'jH-.-.±C«rii- tJ^+ •+ 1 .nSx^i+n+ %.n + i Cr» 

Polito 
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Pofito «> 3; ramns nterque ^^^ eft verfns axem ad partes abfcifl» 
xz=o proximas, prouti C' eft numems ^^jjj^. Et ordinata abfcifl@B * ■= o 
refpondBns JJJ[°J eft ordinatis ipfi proximis utroque ramo terminatis, prouti B* 
numerus cft poJ^^JJ^ (pofito ^ pofitivo). 

• CaPUT VICESiMUM. 

Pe probUmatibusy qua vocamur, isopnimetricis, 

§. aoo. 
JProblmata, quibos caput hoc deftinatur, praecipuos tam vergentis fuperiorii 
quam praefentis feculi matiiematicos occuparunt; & nonnulla eorum materiam 
ipfis fuggeifere provocationum, quibus vires fuas mutuo tientarunt. Poft Joh, 
Bernouuium (ft) ceL Fontaine jam inde ab auno 1733. ad metbodum ali- 
quam generalem problemata haec folvendi eniti allaboravit. (b). U]. Eulerus 
eximium de Dlis -anno 1744. edidit traaatum, infcriptum; Method9t invmiendi 
Uneas twrvas maximi maimive proprietate gaudentes. Sagaciffimus de jla Grangb 
folutionem ipforum ad metliodum univerlalem & mere analyticam reduxit, qu» 
mthodus variationum nominari confuevit. (0 Quamvis autem diverfi poft eum 
fcriptores methodum hanc tradiderint vel transcripferint; difficile tamen etiam- 
num mihi videtur principia ejus ita explanare, ut rigori mathematico aflijeti 
• tirones nuUibi haereant. 

Cum tamen argumentum hoc inter mathematlcos celebre magni fit in 
mathefi, inprimis mixta, momenti; praecipuam faltem ejus par^m diftmfte dc 
accurate exponere, atque ad inftar ceteraruro talciili differentialis & integralis 
applicationum captui tironum accommodare conatus fum. Nec diffiteor me 
fto hujus fcopi ratione, argumentum iUud eadem univeifalitate amplexum non 

PF3 ,efle, 

(a) Vid, Memoires dt Parls ponr 1706. 
(6) Vid. Memoires dt Paris pcraf 1734. & Memwtes prefmtds 4 tAeadndtdePtoi* 

par Mr, Fontaine, Paris 1764. 
(c) Mtmoirt* dt Turin. T. Ur 



.effe» qna ab Euuito & db la GiiANeE fuit pertra6btum. Venintamea fatis 
me oftendifle fpero, iieri poffe» ut ad fimplicia & folida methodi limitum prin-* 
dpia reducatur. 

Expofitionem meam ita inftituam, ut fingularia primum evolvam proble^ 
I mata; tum a cafibus particularibus ad generaliores paukitim annitar. 

n£.6a 5» ^^^* P^oblema. Sint A ^ A duo punfta pofitione data; fit etiam PM 

refta pofitione data; ac fint F, -F* duo faftores magnitudine dati: quaeritur 
punftum M tale, ut FVsAM-^-t' x MA fit omnium minimum. 

A punftis A^ A in reftam M? demittantur perpendicuh Aa^ Aa; &fint 
Aa:=ib, Aa=b\ aa:=za. Sint etiam -^ilf = «, AM=z\ aM:=^y, aM^y\ 

Quoniam Ft + F^z = minimo; 

bportet.fiti^^ + F|'= o. 

Atqui «» = w + yy dw z 6v Av 

df z 6v av 

Atqui y + y'(=ja) datur magnitudine. Igitur ^ + ^[S- =» ®» 

.& hinc FcalAUa =s F* co{. JjUa, 

' Proinde fumma Fa + F*»' eft omnium minima , quando Fco(,JMt=FcoLJMa. 

Exntfium Sit FsiF': cafu igitur, quo «+«' eft omnium minima, fit 
jtoLJMaseoUMai proinde AMazzJUa; & punfta ^, ^, ^ jacent in 

direftum. ^ • ^ . 

CbM/MM. Per punfta data A, A agantur du» reftae ^», ^5, pofitio- 

.jie.dat»ilfPparaUelae: erit Fc^UAB^M>AMPy cafu, quo fumma Fz^F'z 

eft omnium minima. 

Fie 61. §. aoa. Ducatur quaecunque refta, quae (v. gr.) fit reftis AB, As' per- 

pendicularis, atque ipfis ia punftis 5, B' occurrat. Dividatur ^5 m partes 
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qootcunque aequales in pundtis P, p', P^P", P'\ ... Per jHm^a divifionuirf 
agantur totidera reftae ipfi BB' perpendiculares. Sint F, F", F", jp" F"',.,, 
coefiicientes dati; & determinanda fint in perpendiculis iftis punfta M, m\ 
Ji^, nf, m". . . . ita pofita, ut duftis reftis 

JM, MU\ M'it, M^M^, AfM'"' quae dicantur refpeftive 

z, z, z", z", z" .,,,, fumma . • ' 

F«+ F^z+P^z' 4- F"a!''+ i^»"+. . . . fit omnium minima. 
Ut huic conditioni fatisfiat, debet efle FcoLMAB = F'co(.m'mP 

ss F'coi,M'M'P 
s: F'co(.M'M'P'' 

... =s -. t .rr -'. . /•.• 

Pro vertice igitur quocunque M, inter duos vertices 'M, At pofito, erit 
FcotM^MP quantitas conftans. 

Sit S punftum aliquod in axe BB* (produ&o v. gr.); -& fint 
F, f^y F\ F^f i^\..- funftiones quaedam fimiles abfciffarutli 
SPy SP\ SP^y SP^f SP*\ . • . Laterum figuraB, feu axis BB' partitkm, numerd^ 
manente eodem; pariter eft jFcof.Jlf '^/^ quantitas conftans. 

Proinde , aufto partium axis numero , in curva etiam, quae limes eft polygo- 
norum AMM'M''B/r'M'\ . . . quantitatis Fco[.m'MP limes erit quantitas aliqua 

conftans, quae dicatur C Itaque F^ =C. Hinc 5^ == Jj 

^/dxV^jy, (^dxy^ FF^CC . dy „ C 

^ + Vd^y /^CC' ^^^' CC ' d;c rc^FF^CCy 

Exiftente igitur X funftione quadam abfciflarum a: , & defignante z arcum^ 
hujus curvae: fi fuerit 5r = JT; & quaratur curva, in qua Zz fit onoLnium miv 

„im: eft 1= cof.r«i.= §i «nde | =, ^^^^. 

Exemplum primam. Sit X=: 'Tx: erit ^ = pT^; y = e'+'r(e(X't)}, 

Sit y=o, quando x'=se: erit f '= o , y = >^C'(*-0}« ^quatio haec efl: ad pa- 

rabo- 
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nlK>l3fn; 6c minitnnm hoc perdnet ad motum projeftilimn terreftrium in fpatio 
libero. 

Sjcmphmjecmihim. Sit XalL : Ht — $^ = rJL, 

jr 9 r 4- y^(tx^xx) — |^arc.fin.v.-^ ; aequationes cycloidis vulgaris. Sit * = o: 

*wn ^:=i o; feu tangens curvae fit axi paiallela. 

Sit y =3 o, quando x = r: tum f'= o, & ^ = §; feu tangens fit axi per- 
pendicularis. Minimum hoc refertur ad defcenfum omnium celerrimum. 

§• 203. In §• 201. loco ftimmae Fz + F^z proponatur fumma -Fi"+jF'a;'«, 
qu» debeat efle onmium minima. 

Erit eodem modo mFzi^i^ + mF*z^-i^ « o 

dif dv 

feu ft«-id?+ fz^^^i^^o: 

unde F^icoLKAB = F^z^-icol^MP. 

Flat eadem conftraaio, quse §. aoa. In polygono jfjiM^M^Ji^M". . . . , in quo 

(umma ^«»+fV"+F«^+/*«"1+ . . . . eft ommum minima, eft 

Fx^icoLlH^B = F'z»-icolM'MP 
m, F'z'^ico(.M'M'P 

- J?^'Vicof.AfVi^ 



Quare pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'm, M' pofito, eft 
Fifl-i co(.m'mP quantitas conftans. Sit pars quaelibet axis pp' = Aof : erit etiam 
P-—-^{.MMP quantitas conftans. Unde, au£h> partium numero, in curva, 
quae limes eft figurarum reftilineamm» quantitatis F-^^^coLJltMP limes erit 
quantitas conftans; feu •^(*r:)""* ^ ^ft quantitas conftans. 

Exempkm primum. Sit F quantitas conftans, & » = 2: erit t----^ ^^^» 
proinde ^ = *; coi «quationi fatisfacit linea refta. Generatim, pofito i^con- 

ftante, eft (^)^^'^ = ^J aequatio ad Uneam reftam. 

Exem^ 
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Exempkm/tcwidmf. Sit /* ipfi x proportionalis. Erit Jt^^)"^'.^ =f. 

Cafu particulari, quo « « — a, fit •'\t-^ -t^ «■ 'j quae eft aequatio curvae ge- 

nitricis folidi, quodrefiftentiam omniutn minimam patitur a fiuido, in quo juxta i 

direftionem axi rotationis parallelam movetur. 

§. ao4. Loco fummae Fz^ + F^z*^ proponatur funomaa F^pz + F^ipz, qu« 
omniiun minima effe debeat: pofitis (pZf (p«' fimilibus ipfarum z, 2;* funftionir 
bus, talibus, ut 5^«= '^^T' ^^®^^^® T^^ ^^*?"^ inquibus 7r2j&sT»*funt | 

etiam fun6tiones ipfarum z &cz fimiies. 

Erit eodem modo Fttz— + F^Tfz -p- = a • * 

av - av 

Igitur F^nz coLMAB = F^ttz cot A'MP. Unde eadem fafta con- , 

ftruftione, qu3e §. aoa. deducitur, quantitatemF7r«cof.Af*ifirPefle conftantem; 
proinde in curva, quae limes eft figurae reftilineae AMM^M^M^M'^ . . ., eft 
lim,FV^cof.ilf'iHP, feu -^-^fj-) j^ quantitas conftans. Sit nempe 

— =2 Xcp— ; erit Z omnium minimum, quando JCttC-^^.^ eft quantitas 
ijix dx ^ .\Qxy dz ^ 

conftans. 

§. 205. Inveftigatio curvae maximi minimive propfietate praeditae paiilo ^ 

aliter inftitui potuiffet modo fequente; illi admodum analogo, qui §. 185, igd. 
traditur. 

Sit BB' axis magnitudine datus, in partes quotcunque aequales in 

P, p\ P\ P* P"^. . . punftis divifus. 

Agantur perpendicula BA, MP, MP, m"P\ M^^P^ JH"/>^.. 

quae dicantur a, y, y\ ' y\ y"', y^ ... 

& reftae AM, MM\ M'm\ MlI^, M^M"\:. 

quae dicantur 3, z\ ^ z\ , a;~, z'' ... 

Quaeritur fumma F^z + F^(pz' + F"(fa + F^(pz"'+F'^z'+. . . 

quae fit omnium minima; pofitis (p«, (pz\ ^z\ (pz''^ (pz'' ... 

funftionibus fimilibus ipfius z tall- d^:^ d(pz dpz d^z^ dto*' 
bus, ut exponentesdiflerentiales ^' ^' diT* dv^^ "dtT '** 

fintrefpeftive ^«^, ^V^\ ^«'^\ ^«"^^ ^^^^ 

dv dv dv dv dv 

Q q Erit 
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Erit ideo i^:Ta^+i!'V«'^'+^V*'^'+*",ra-^'+/^W^'+ . . . = o. 
dv av dv dv di; 

Hinc ^^(F*'jrz'cor.Jli'MP^F7rzco{.JIUB) 
dv 



+ ^'(FV«'cof.ilf'Jir/''-i?V»cof.«'JKP) 
+ ^(i^7x»-coi:Anifi>'-FVacof.«'Jf'/0 



dv 
d(/ 



+ ^CF'Wz"co(.M"M'P'''r'nco[.JItMy) 



a= O. 



+ 
+ 



Omnes quantitates mutabiles y, y\ y\ y", y", , . fiant funul conftantes, una 

cxcepta; acproindeomnes exponentesdifferentiales $^, ^, $^, ^... fimul 

d(/ .dv dv dv 

evanefcant, unoexcepto. Erit, utprius, F-nzcxii.MAB = F^itz coK.lHf MP 

= F^frzcoLM^M'^ 
= F''7rz'cot.arAfi'!' 
= iJ*Va"cor.jir"A|-iJ^ 



Unde^esedem, quae prius, fluunt confequentiae. 

Occurrunt quandoque cafus, quibus fatius elTe videtur invefligationem 
propofitam pofteriori modo aggredi; uti uno alterove exemplo oftendam. 

§. 206. Prohkma. Omnibus uti ia §. 201. pofitis , quftritur figura 
BAMM^M\..A'B\ cujus area per perimetrum AMM'M,^Jif^..iA' divifa prae- 
beat quotum omnium maximum. 

Pars quaeiibet axis PP' dicatur b. 

Erit ideo K^+^y+^y^f+<+<+--+^') « maximo. 




= «^,w+^,-+,,'^...)(£+^'+^+t'+^V....) 

+^(cof.iJf'M'p'— cof.M'MP) 

+^(cof.JjrM"pVcof.M''iIf'p') 

+^"(coCM"'iJf"P-cof.JlAf'p'') 
dy 

+^cof.M''M"P-cof.M'5irp") 

+ ----- 

Omnes quantitates mutabiles fiant fimul conftantes, una excepta; erit 

^ + z^ + z + z^+zy... . ^ co{.M'MP^comAB 
a+ay+ay +2tf +2y +2y +... 

= cof.AT^M^P'— conM^MP • 

= cof.AZ^AfV— cof.M"M'P* 

= cof.MVP— cof.M^^M^P" 

Quarfe pro vertice quolibet M duobus vertidbus 'm, m' interjacente eft 

cof.M'MP-Cof.M'M'P = Jt^yyt^'^t;^ ^ 

a+2y+2y +2y +2y +2y t . . • 

^quatio haec locum habet, quicunque fit numerus laterum figurse. Axis igi- 

tur BB' dividatur in partes quotcunqueaequales, quarum quaelibet fit Aor: erit 

.. C0 f.M'MP~C0f.M'M'P _ Z + Z+Z+Z+Z'+... On^rp-^nnn 

etiam -— = -— — — ; — r; — ir, — «r; — vr. — v» Quarc & pHo- 

Ax ^x(Q+2y+2y +2y +2y +2y +...) 

ris quantitatis limes aequalis eft limiti pofterioris: unde in curva> propofita 

Qq » maxi- 



maximi proprietate praedita, cft (§. 192. Obf. 3.) j~^ « j (denotantibus P 

& S perimetrum & arcum figurae). Proinde fin curva propofita radiu* curva* 
turse eft conftans; ideoque haec curva eft circumferentia circuli. 

AUirum exmplum. Sit S punflum aliquod in ^axe BB' produfto, per quod 
ducatur refta ipfi BB' perpendicularis; requiritur, ut centrum gravitatis peri- 
metri AtllNttttirM'\ . . . fit refpeftu hujus p^rpendicularis omnium maxime 

depreflum. 

Diftanti» SB, SP, SP, SP\ SP^, SP\ vocentur refpeftive 

I » «it iV 

Compendii caufa numerator & denominator hujus fraftionis vocentur ilf & P 
refpeftive. 

feu /<^((Hf)cof.Pilf.l-(^H')cof.p'iW JM) Jlf(^(cof.P3LI-cof.P Vjf) 



^dy" 



Ay\ 



+^'((*+f')cof.p'ill'M.(/-H>i:p'AlV) +g(cof.pWjf-co{:pVM') 



dv 



dv 
.dy*. 



+^'((«V)cof.pVjli-(*'+'')cof.P"itfV) -|--g(cof.pVV-cof.PVV) 



aiT 



+&(/+Ocof.pVV-(A.'Vof.pW) +^(cof.pVV-cof.pW) 

di; ^ 



+ - - +.-•... 

+ - - - + 

Omnes quantitates mutabiles y, y\ y, y" y"- • • fiant fimul conftantes ptatcr 
unam: erit pro vertice quolibet Af, cui refpondet abfciffa », & quivertices 
inter V, St jacet, p,^^^ 



P((a;f-A*)cof.PM'M-(a;H-A;f)cof.P'M'M) a M(cpf.PM'M-cof.P'M'M); 



ideoque 



cof.PM'M-cof.P'M'M ,(,^fPM!M+«>f.P'M'M))=.M«^™'^;^<'-P^'M; 



unde & limites funt inter fe asqudles , aempe 



dx» 



Igitur 



ds 






unde 



dy _. iiiC 

di zPx-M 

^ _ JBC . . 

da ~ r{i,iPx'My'MMCCy • 

Obfervatio. In duobus his exemplis jaaaximi minimive proprietas intra Ii« 
mites datos continetur, atque ad partem tantum curvae inter punf^a data A^ 

C JVI 

Jt comprehenfam pertinet* Qijoti fcilicet -5» -^ ^ quatenus curva intra ho8 li* 
snites continetur, tanquam immmutati fpeftantur. 

§• ao7. Figura propofita, fivereftilinea, fivecurvilinea^ referatur ad pun« 
ftum aliquod tanquam focum« Inveftigatio maximi minimive eodem fere modo 
inilituitur. 

ProblmiL . Sit ^^punftum pofitione datum; pofldoiie pariter det^ur duo Ik»^ 
pun6hi A & A. Centro 5 radiis SAj SA defcribantur circuli, qui reftae cni« 
cunque per S dufiae mBiLB' occurrant . Centro 5, radio quofibet SP inter 
SBy &S' medio, defcribatur circulus. Sint F^ J^ coeffidentes magnitudine 
datl In circumferentia radii SP aifignandum fit M punftum fic, ut fiimoui 
FxjIM'^ F'xA'M fit omnivun mininuL 

Sint Sji=:a, SA'^a\ SM^b, ASM^y, A'SM'sy\ AMsz, JtMzAz'. ' 
Erit ideo Fxz + F^xz = minimo; 

liinc 



JPX^+F-X^' =5 0. 



Qq3 



Atqui 
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Ataui «* = «» — 2«*cof.y + W. 
zz :s aa <— s^bcouy + 6fr 

av * dv 

ideoque i,. idy' 

dt; ? dtf 

Quare i^ X a fm.5if ^X ^ + F'xb Rn.SM^ x $i. =. o. 

dv dv 

Sed y + y' = -<«S^' =» dato; crgo fc + ^ = o. Proinde Fy. af\n.SJM = 
F'y.b£m.SMJ. 
Ilg.6s. Refta BB* dividatur in partes' quotcunque aequales in punftis P, P y F''^ 

F^y P\ . . Centro^, radiis 5P, SP\ SP\ ^P" «SP". . . defcribantur circuli; 
fint Ff F*t F^y F'y F*\ . . totidem cofefficientes dati. Ut fumroa 
Fx^M + F^x MM' + F^x Mtt + F^X M'Jiir + i^^V Af"if "+ . . . fit omnium 
iiiinima, debet eife FX.SA^vci.SAM -= ^y:SM(in.SMM* 

m. F'X5M'fin.SM'M' 
... - « fySM'&n.SM'if 

s F"'x5Jirfm.5M^ 

Hinc pro vtrtice^quolibet itf , duos inter 'jlf, Jlf'pofito, eftFX5Jlfxfin.5MM* 
quantitas conftans. 

Ab foco S concipiatur a£U 5Q ipfi MM perpendicularis: etit Fx sq quan* 
titas conilans. 

Quoniun Fx5Jlf Xfin.iSAfAf ' eft quantitas conftans; limes etiam quantitatis 

hujus eft quantitas conftans: proinde, aufto partium numfiro, in curva, quae 

limes eft figurae reaameae JMMM^M". ..f&cM duaa tangente MT, in quam 

demittatur perpendiculum 5Q, eft Fx 5JIffin.S«T = FxSQ quantitas con- 

ftans. 

Pofito ieitur ^ = •*.— , denotante ^x funftionem aliquam diftantiaeFJH'! 
** d* d« 

curva. 




curva^ in qua Z cft minima, ea eft , ad quam <px x S]ltfm.SMTj, fe« px x 5Q 
eft quantitas conftans. 

SchoRum. Exemplum hoc refertur ad minimum quoddam; quodin tnotu 
projeftilium circa centrum aliquod reyolutorum locum habet. Nempe quoties- 
cunque velocitas horum projeflilium eft funftio aliqua diftantiae eorum a centro 

revolutionis, quae dicatur /^: fafto — = /^rf, eft Zin curvadefcriptaomnium 

dx dy 

minimum. Etenim ^x5Q eft quantitas conftans per legem arearum a Kep- 
lERo deteftam, & a Newtono demonftratam. (Vid. Euleri Methodus inve^ 
niendi lineas eurvas maximi minimive proprietate gaudentes. Additamentum 2«) 

§/ 208* In exemplo praecedente ponebam , radios veftores aequalibus di{- 
ferentiis crefcere» Inveftigatio ^j^^:^ fit eodem modo, pofito .angulos »d fo- 
cum aequalibus difierentiis yariare. 

Angulus conftans ASM dicatur a; & debeat efle Fs^F^z-^-FV^F^z^+F^z^r^. 



ommum 



maxima 
minima * 

Az . ^Az' 



Hinc f"^ + F""^ + r^ + F'fL 
av dv dv av 



^v 



RadU SAy SM, SM\ SM" y SMT, SM"\ . . 

ff" .... refpeftive. 



dicantur a, y, y, y, y 
Quoniam Mi=flflfin.^tf+(y-acof.«)* 

zt^^yy fin. ^flt+Cy -y cof,*)* 

zV^yy£m.^a+ (y -y cof.*)* 

:8 V=:y y 'fin. *a+ (y"- y cofflt) * 

» « ==y ^ fm.»«-Ky -y coC»)» 



fit 









^=gcoi:Sil/'Af.gcof.(«-WJtf'iO 
^'=f^'cof.5il/'Af'-^'co£(«+5A/*J/^ 



df dt/ 



dt/ 



^"=^cof.5"il/V-^'cof. («+5*fX) 



df df 



dt; 



g:=|';of.;y^^.|:«,f.(^^^:io 



iig.64. 



unde 



31» 

unde ^ (FcoC5JlW^ycof.(«+JJ/'A0 ) 

+ ^(rco[.SM'M'-~F'co[,((t+SM^M')) 
+ &rcoC^A/'jl/'-i^cor.(«+S^V)) 

+ - - 

+ 



0. 



Omnes quantitates mutabiles y, y', y, y', y". . . fiant funul conftantes, una 
excepta: erit pro vertice quolibet ^, duobus 'm, Af' interjacente, 
Fcof.SM'M = ^cof.(«+SM'M) = —F^coLSym'. 

Emrnpkm, Sit F=F*s,F*=F^zs F". . . ; crit Fcof.SM'M=!— Fcof.SMM'; 
ideoque coCSM'Msi — coCSMM'; SMM'=: t8o<>-SM'M: proinde punda 'M, 
■M, M' jacent in dire^hmi ; & tota via AMS^M^UT . . . eft linea reAa. 

Dividatur angulus AFA in partes quotcunque invicem asquales, quarum 

qoaevis dlcatur Ak; & fit F' quantitas mutabilis ab » dependens, ita ut /it 
-. =. . A* dF . Ajc^ ddF . 

Erit .Fcof.SM'M « (i?+^.^+4!i*.^+ . . .)coC(*+SM'M); 

1 dx 1.2 dv' 

unde 

J^(cof.SM'M-coC(«+SM'M)) - (^.^+fl*.^+...)cof.(«+SM'M) 

^CoCSM'M.cof.(^+SM'M) ^ rdF A^.ddf^:^.d!^+. Vof.(a+SM'M). 
i^ vdjc i.a cU* 1,2.3 "^ ^ 

Quare & membrorom sequationis hujus limites funt invicem sequales; nempe 

d.iJf 



— F- 



d* <u'd«* 
d.^ 

d» 
Ex aequatione % 



C. Itaque res ad calculum integralem femper 
reducitur. 
C 



-= dedttcitur -r- = ___———. 
F - dy Y^(FF'CC^) 



§. 209. 



$.>^Q9; Transep.ad exemplii, 4ui|)us &6lor FeftiiinffiojaiqTiaMdina^ 
tarunL - » ' ., 

Ih^bkfmL Omnibus uti §. ao^. pofitifi^.qa%ritur fumma 

Erit ideo ^Qs+z'+(»{i)co[.PJIU-(y+!f)cotP'M'JIO "«•*«• 

djf 



•,*• ! ■ . ■ . .- : -■•':.. ••• •■:. . . ■ ; .^'■. 

+ ^Cz'+z'+(y'+y')coLpf'M'Jlt^Of'+!f')coLrJli'M' 
+ ^«>«"+(y'4^;)cof.ir«riHM/+yj)coi:P'3lf'a[f") 



Onmes qua&tiiCates mutajbiles S* St y > y'*\y"'> • « ^^. fipiul conftantes, 
umi excepta;,erit pro:i^frtic^ ^lib^t.jSf, ,iat)^^<lnp6 verticcs '!i9f« /AT c^mpre- 
henfo, ^(»+«'+(Hy)cotPMk~a^>icof^'MW) = .<V ' 

Ai.n«5 '« «« A* dy Aof* ddy" A*S dV . - '• ,— ' ~ 
Atqui y - y--..^+---.--j___.^+ ... 

Jgitur a+«*+2^(c6f.^'M-^ia»'M'M)--^ .^co(:;>M'M+coa»'M^ 

+^.^(coi:PM'M-cof.P'M'M) «0. 

— • • •* ' m m m m 

Proinde & limes femiffis.liuj«s;qaantitatis eft^wojiieinpe . 

ddy <j|dy N" ; 



.q:' ideoque 



^— yx ^^ =» o; ^ =5 C; ^^ « ^. *Uadip res ad adadaarintegralem 



de 



do: 



dz y 
Rr' 



revoci^. 



SH; 



1 



3H 

sit nanpe ~ = y^": funflEio 2 flt otoniHfli maiinur; qttafldo'f!l- i^. 

Erit ^(^(»f»H(fHiy)cof.Pir'ir--(«y+i>y')cor.P'jf 'JK) 

+^(V(»'+0+(wW)conp'jif'jiW«'+w")cor.p:ii"jrr 
+^(V(»'^'')+(iy*+^")cofirjrjr-Kf»"+«y")cocp''^^^^ 

.^, '■ - ■■■'*i" u 

+ - / "- ' - .. - .... 

Hino jpofitis omniSus quafitit»tihiit motiirililKis f, y', y*, y', ff'', y'*< •• f^^ 
'conliantibus, pneter iifiam, flt pro Tertioe qoolftet M, dnobus 'M, |l* ioter- 
'jacente, ^aH-iH(fyH>jOcof.PM'M--(frH»y)coCPtM'M « o* 

Ejrgo 

,^(^')+1» ^?^'y^'".'^ - ^(^PMlH+«o£P'lM'M) 

* +^^(coCPM'M-coI:P'M'H) 



^ 



«B4k 



Unde & limea dinuliiB.lNNB> ^oaukUatis 9 o; aonpf ' 

d« ■ ^ d ar» --,<i^ «. *• « A 



^ 

,-daJ 



.t< rr 









»*■■■ •"" ®^* " 



dx 



tandemque ^^ « C. & 3^ "^ ^ 



di 



In curva igitur, Sd quameft ^= ^w, 2eft omniflmmaxima, qnand» 
Ax^C^ ' ' ''•■-■■' 

§. aio. Inveftigatio etfdMi inbdo iffiitfiitur ia c6rvis ad-lbcttm aU(30««f 
relatis, .. . .. 

Sint nempe y, y', /, y", y". • • radU veftoreSx^.qti^ inter an^us con- . 
ftansttcomprehenditur; &debeateffe ^ ^ '•':. ' • ' 

a(<pfl+<Py)+«W-H>y') +»W+W'^+»"(W"+«y'^+»"'^W'^ +...=!: max, 
Erit ^(w(«+»HC<P»Hpy)coC5iirif--(4yf<i>y')<5^(*+<y^'^) 

+ ^(,ro'(a'+*">H<py+<py')cof.sjf';ir-(<py'+(|)y")cd(:9t^nsw''ji')) 

dt;, ' '' ■ , e= O. 

. .-iji ■-- ! t'-' ■ -• •'•■ •■•■■• ».' '.'i I;.! ri. :• •■■ •.■■.t; ■. .- 
. ,.■,+ -.• ; -* r.i' •• ' •; I..-. .;. ,-.•'> ■• ■• ■•./?: ■(■. ♦?.-■.;•■, ., *- 
Unde pro quolibet vcrtice M, duos inter 'Af^ Jlf * compr«he»fo* eft 
9»y(«+»')+(i>'y+<Jiy)cof.SM'M— (<|>y+<py')coCSM'M) « o. 

"Hinc ' '. .. • ■. . ■ ■'-::' , •:/- 'a ■■ : ■ ' 

5ry(«+Vj+iW(colbsii'M-coC(«+SM'M)iY''^^ 



^* « •• «<* 



OB 0# 



.) 



Rr A 



ldeo« 






" 1 



^^^^^^« «'"'''«-^('«"^P -^^c.CSMM^crf^M) 



Ideoqne etiam 

i.a d** ^ • : • • • • •> 
Ideo & fimes quantitatlf hujus eft zera 

Atcai ■;„ a>tSMlH.«ot<>fSII1a) _ -^ .»^-»0 



• •• • » • . • * 






'^^ + ^ TdTvi - o 

Haftcnus difta pertinent ad meChodiun ISI5!!2[I2!^ abfdutam; feu eam, 
^ muiimorum ' ' 

in qua curvis aut figuris propofitia nuDa pfoprietas comnuniiB tribuitur* Transeo 
ad exempla, quibus non inter omiies*«bf<dttte ^gms vel curvas, fed eas inter» 
quae data quadaih proprietitte conunitoi gaOdeant» quseritur £^ura vel cum> 
Il^fdS propJ^»*^*!^ «li^^ pneditaJ ''■■■' 

fi&65. §. 2ri» Probkma. Sint A^ A duo puofta pofitione data, rekta ad«Te- 

^afo BB' j^ demifla m eam perpendicula AS, AB\ Axi BB\ in tres partes 

"^e^ales divifo in pttnftis P^ P^r perpendiculares in his' punftitf coJQiGtttantdr 

« reftla PAf, i^JtfV Quaexuntur earum punfta M & St: ot fumma redaram 

AM,Mm\ ^'A 4etur|Bagmtuduie; & fpatium BAMU'BA fit omnium ma* 
zimum» 

Stot 






iTri» ur«i * + *'+ *" -^^ fea '+ * + * =*»*<» 
zm iaew j^^^y+ay^+a") = maamo y + y =3 maxlmo. 

df 00 

Hkrc cof.ilf^— cor.3l'jtfP = cof.J|(fWii— c6f.^'Ar'ji', 

Dividatur axis -ffS' m partes (juotconque aequales, quarum quaevis liica- Rg.6i. 
tor Ax» in P, P', P', P", P". » . punftis; ex quibns agantur teSrdi ipfi S^' 
perpendieu&res. Summa a!+ »'+ «'+«"+ «"+ » , . magnitu<Une data^ maxi- 
ma eft fumma A*(a+ay+*2y'+2y'+2y'+ay"+ .^ .), quando 
cd:ki4F— cof.Jtf'jlfP « coCM'jIf P— coCAf^Af^P' 

« cofljtf^M^P^-Jirjirp"^ 
« Cof^^Jtf^P*— cof.Jlf'5M''p' 



J 



Pro qaoIiBet igitur rertice Sf, duos inter 'M, M V^^o, eft coT.MlKTt'— coCM^lMP 
fuantitas cooftans, manente ^ eademf proiirdie & coR 71 ypariterr 






iix 



«oe limes ejus, hoc e^ (§* 193. O^ 3.) , -~ eft qoanlitas confi^ns; Quare 

Rr 3 mter 



3»0 

ihter cunras, data perlmetro t6nomitis, ea maxffflam cotRprehdncHt aream, 
cujus radius curvaturse eft d^tae magnitudiois; ac proinde curva haec vft cir-^ 
cumferentia circull, uti miethbdo mcn element^ri demoTDllrari- poteft» 



Q««n5am ^=^' «* "^- '^^- £-'" ^ S*^' 

di c 

Hincdeducitur^ = P^^^;^^; x = cr-nCC-(C+y)»); un^ 

CCa (C—x^^+CC*— y)', quae eft etiam «quatio circumferentiae circulL 

§. 212. Problma. Perimetro .<4Jlf jlf 'il' nu(gnitudine data; requiritur, ut 
folidum gyratione figurae BAMB^a'b* circa axem BB* genitum fit omnium 
maximum. ^ . . y • , 

Erit ideo ' » + »• + «• - dato 

K(«H^yt^>K«y+»y'-tyV'>Kyy-ty«V«)) = maximo 
fcu * +. ** .+ «' — dato 

«y+a^+yy*+ay'y'+y'« *= niaximo. 

tn d* , d» , d* _ ^ 

«^ di+sr+dir 

^(coCiLfS-CQLaf^iCP) 

do V ^ ^ 

& g(af4^')+|W-H»') 
O ColMAB ~cof.Jg'jli> _ cof.M'jlfP-'Cof . i4'jlf'p' 

Dividatur axis BB* in partes quotcttnque »quales in P, P, /**, P"» -P"- • 
punftis: erit pro dato partium numero, & pro vertice quoUbet M, duos inter^ 
•M, M' comprehenfo, cof.M'M'P-jof.M'MP ^^^^j^ ^,^^. prom^e «& 

quan- 



j. dn 

feu 



^smikts» ^^ ' ^/^"S^^ * Pwiteraw e^ limes eft ^titas conftans. 

Atqui limes hic eft -^ x^. In curva igitur longitudine data, quae cir«a 

ddy 

axem B5*rotata maxim\un geaeratf^^uai, eft rgjrjX— quaedam quantitas 

. \di) ^ 

conftans; feu re£tangulum fub refta axi huic orctiaadm appUcata & fub radio 

curvaturae femper eft idem. 

ddy ^dy ^ddy 









hinc -fr -= ""1-=^^ ** £ "^ fm.PJf7. 



-i « C'C'-yy _ Ax 

daf 
Unde res ad calculum integr^em redudtur. 

Seholium. Curva problemate hoc determmata dicitur eb^a. 

§. ai3. GtntraHm, Sk ^W+V+aT-Mi-^i ...^ mwgAitudittc data; 
& fumma (^«+(py)+(^w')+<<K''+w')+(<f>y*+V)+ • - • 
feu fununa <py + '(py' + w' + <f>y" + <^"+ • : . debeat effe omnlum maxima. 

^^* d^ '^ cET + d^ .^ di; ^ ib. .+ ** 



'^l+^^f +^^'^+^t+^¥+ . . . 



O. 



Unde ^CcoLPMJ^coLP'M'M) 
dv 

+ ^\coLPM'M-co(.P'M'M') 
dv • 

+ ¥(cof.P'JI!'Jlf-cof./>"Jlf"'JIf') 
. di; 

+ ^icoLP'M'M'--coLP^'M'''M^) 
dv 



0. 



Oiimes 



^ ♦ 



QmnesqiuiititatainentabflM y, jr', y, y' y". . . fiant fimul* conftaate», pnetaer 
duafc Erit co^PMA-wnP^M'»! ^ cof.P'M'M-coLP'M'M* 

ooCPWM'-cof.P"M"M' 
_ cof.P"M"M'-c of. P"M"M' 

Hinc pro Tertice quolibet M, duribu» 'W, M' interjacente,. eft 

cof.PM'M-co£P'M'M 

— quantitas conftans* a quantitate Ax pendens; proinde & 

ddy - 

anflntftes conPM^M-coCPMlH .. ,. . ""iST 

quantitas __ , panterque limes ejus, jjempe -^r,— «* 

quantitw conftans C ^^^ 



Q) 



'd« 



ideoqof s -> C+Cfjfi ieu 4f a C'-f C^fy « &i./'im: Unde res adxakEuluni 



dZ 



int^ralera redudtur. 

In curya igitur, cujus perimeter mngnitudine datnr, fi fueiit ^^ ^i 
fiinfUo Z ftt omninm maxima, qnando radius curraturae eft va. ratione inverfii 
quaatitatis wy feu ^, fcu quando iin.Piirr» ^ » C'+0|)y. 

§. 214. Omnibus nti §. 211. pofitis, requiritur, ut momentuoL figurs 
BAMSCAb' refpe6hi lineae DD* ipfi BB* perpendicularis fit omnium maximum. 
''■'•^ Sint AD, JD\ JlfQ, Sti^ ipfi DD' perpeudiculares. 

Lmma. Momentum trapezii BAMP refpeftu reaae DD\ lateribus ejus^i?, 
JHPparallete, proportionale eft fummae (ABCiJD+Mq^-hMPCzMCl+APi^BP. 

Sint AD « b, A'D' - **, JfQ ^ t, M'q! « e'^ 

Igitur z + z' + t' = dflto 
«Ca^+f^+yCaH-ft^+yfW^+r^Ca^^-H^+y^Ca^^+O^-Aa*'**) = maximo, 

feu yib+^')+y'ie+/ic'+b') ss max. 



Hinc 




s»% 



Hinc &cof.PMA^cof.P'M'M) + ^'(cofiP'M'M— cof.BA^M') « • 



r^*+4'+0 



dv 
+ l^^+^^^+fr') 



= o* 



w n»^ conPMA-conP'M'M_ cof.P'M'M~ cof,B'A'M' 
Ideoque — r—rr — r^ = r — rrr» • 

Hinc axe BB' divifo in partes quotcunque KqualeSp jquarum quaellbet (it ^6i. 
Ax; 6c pofita SP=x: erit pro vertice quolibet M, duos inter ■M, M' fito, 
cof.PM'M-<:or.P'M^ ^^^ „^. ^^^^;^.^ «CPM'M-«'tP'MM 



6xAx 



jr^ 






ttque ejus Biflcs eft quaedam conftans, nempe - p^^^ = C: ac promdc diffi- 

*V.^ 

cultas curvam proppfitam detenninandi pendet ab imperfeftione calculi inte- 

gralis. • ' ■ • - 

AZ 
Eadem difficultas fe dTert: fi, data perimetro, fuerit -j— =r ^ x fjr; & 



debeat efle JZ omnlum maxima. Erit enim 



__ddy 



fx-i 



'di\3 



^^ 



©-^ 



C, feu 



dff» 



(s)' 



:=iCFy,7rSj cujus integratio in termihis finitis defideratur. 



tj. 215. Quodfi flgurae, fiv6 reftiline», five curvifineae, ad punftum aii- 
quod referuntur; modus prbcedendi non erit .midtuia diverfus. 

^t S focus, ad quem figura refertur per radios yeftores SA, SM, SM\ Iig^6^ 
SM!'f SMT. . . Data perimetro AMM^M^if , . : figura SAMM^M^M" . . . de^ 
beat efle omnium maxima. Sint anguli ASM» MSM\ ^'SM** nfSdf, . . 
invicem %qua1es, qui dic^ntur ». 
Erit « + »' + V + '«• + »""+ . . . =s dato 
{m.(i{iw-^yy*'VyyWy^+yy+. . . = maximo. " 



Sjs 



feu 



cci O 



fcu $(c9f.5^^#-oof/«+5WJ»» . 

dv • ' 
+ $L(coC5Jlf''«'-cof.(«+ffllf'JIf')) 

+ ^(cof.J»"Ji^-o6f.(»f5'jir'jir)) 
+ -----• 

Rem g(^^+^(^-)+|V4l.")+f ■(yV)+ • • • - o 

Omnibus igitur quantitatibus mutabilibus y , y\ y\ y", y". . . pneter duafl^ 
poCtis conftantibus, fit ^SMA^.{<t^SJIS'm) ^ coUJIi'M-cot.(a+SU'JH') 

•+y . .y+y 

cof.5Af'jr.coC( a+51f"«') 

* ■ I , — r 

y+y 

colSM'M'-coi.(a+SJft''M') 
•■ *-; — • "^ 

y+y 

Quare pro vertice quo^ Jf, duos inter 'Jf, A' jaceate, iBt 
cclSM^^^p^itM) ^^^^ ^^^. ^^ ^ ^^ quantitatis 

hujus dupbe conftans cft, nempe ■^.^^ ^^» -q j cui aequationi Ik- 

tisfacit circumferentia circuli (§. 196.). 

§. 316. GenenHm fit « + »* + «' + »' + »"+ . . . s dato 

^+w' + fy' + ^"+^''+* • * ^ maximo. 
Fit cof.SM'M--cof.(«+S'M'M) ^ c; & limes hujus quantitatis, ^empe 

Proinde radius curvaturae eft in ratione direfta radii ve^loris, 6c inverfii (un- 



§. 2if. Cuxvt r6fefatiic.a4 aliqiieviiaiEem iier cooidiiujbs geftiUneas; & 
proponantur dude aequationes 

«i5' + «'i?y'+«i!y'+a'^"+«"i^"+ . . . = dato 
«y + ^' + ^* + <f*K" + ^y" + . . ► = maxixno. 



diFy 



r^. 



djf d» 

«rit ^(«/V+J^coC^^**— i^^^WJ^^ifi») ; 

Clv 
+ ^"(«>''+2^W.P'JIf'Jir^i?ycotP"if"JH'> 

+ ^%>-+i5y-coCi*"if-jf-|>'coCP"'iH"'iir) 



F^.6i. 



Et fimul ^•'^r+^-V+^'. V+^-V + . . . = o 
Hinc fit ^^+^ cofPM^M-J^y^P^M^M ^ ^. ' "'•'■ 

^ -^ "^ 1 1.2 .djc* 1.2.3 ^a:^ 



Quare 



^y+i?y(cof.PM'M.cof.P'M'M)Vy^^^ 

I — 1- ■ ssC 



^y 



Quare & limes hujus quandtatis eft quantitas.conftans: unde fit 



dy d^ ddy 

dx >d«c^ *^ 



d« 

ds 



"t^ « fin.POT. Unde res ad calculum in- 
'y tegralem redit 

Ss a Sit 



«•"T 



Sit nempe-JTfaodid a%ia caMimfnis ejusttddl, nt ^ e* ^Ii/\ 

dx cU 

et fit Z' «Ita qaaedam iimftio t^, ut ^ s ««: 

d« ^ 

Funftio 2' fit omnium maxima , quando ^ « Cr-k-Ci^ 

dz Fy 

Exemphm primum. SuperBcies folidi rotatione curvas alicujus* circa axem 
BB' geniti detur magnitudine ; &. arca corvae genitricis debeat efle omnium 
Inaxima. 

dZ da 

Erit ^, : hinc ~ « ^ ^^ ; qu« cft Kquatio ad lineam reftain 

^ =» y cafu, quoC' = o. 

Exmpbm fiiwtdum. Superficies folidi rotatione curvae alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine; & capacitas folidi dd)eat efle omnium maxima. 

Erit , • di ^ ^~ ; quae eft aequatio ad circumferentiam dr- 

r— =: ^ * culi caAi, guoC^sr o. 

§. 218- ProblmM. later figuras ejnsdem perimetri eam determinare, 
cujus centrum graritatis fit omnium maxime depreflhm refpe6hi alicujus reftae 
axi ejus perpendicularis. 

Itaque^ « + «* + «'+?"+ a'^+ .. . => dato 

3ilf^ <ii^+^)+y(M>4^+^')+y'(r+4^V Hy( ^'-^4^'^^^ -iiuit 

•^ fl + 3y + ay + ay +, ay + ay + . . . . 

^"^^ sr + sr + 3ir + d^ +^ +•••.•- ** 

Hinc; 




Hinc ^(cof.PiiM-coCi>'iir'lf) 

+ ^Ccoi.P^M'M*^coijrM:M') 
dv 

+ ^co[.P'M'M'^co[M'M"M') 
dv 

+ - 

1^*,,. ■cof.PM'M-coCP'M'M' r* 

^&^ 7Tc7H^+rp6M- -= ^ 

cof.PM'M-co£P'M'M 



^^ 



hx 



pariterque lim. '^ 

5('jc+4x+jc')— 6M • 

unde ^ =3 CQSxx^Mx-^'). 



s= C; feu -ifj != C(5*-JI0: 



cU( 



Hoc exemplo ad curvam fxanslato, ^^ j-^ "IL* Jir ^ *^* -j-^y'' &po* 
fita Z magnitudine data, -5- llt cSauuum maxima, quando 73^ 



©(*<-«) 



=c. 



Eodem modo traftari poflunt aliae formul», quibus fit — =; maxima, 

pofitis • ^^^ imperfefta calculi integralis conditio obftat, quo« 

-T^ =* *V minus inde poflit determiaatio curvae.deduci. 

§. ai9t Probknuu Magnitudine detur perimeter -^JWAf^M^jJ/'* . . .; fed Flg.<ir. 
centrum gravitatis ejus refpeftu alicujus reftae axi BB' perpendicularis debeat 
efle omniimi maxime depreflum. ' ,. 

Eft ideo :4 ^+ «' + ^' +" »" + »'"+..• =3 dat5 

«(H0+»'(^+^')+«VV)+«V+O+ • • • = tnaidmo. 

Hinr *» . da' . d^" , d«'' . da' 

runc T-+J— + r^ + T-+j — h...=2o 
di; dt; dt; Av dv 



Ss a 



4y 



^(coCPAf^-cor.p'ilfW) ^(ib+t)6or.PMA'(t+e')co{.F'AtM') 



dv 



dv' 



+ ^coWm'M'Co[.PASM') +^(c+(^^co(.F'M'M-ic'^)cor.p'M'M'y 

dv^ dv , 

+$^Vcof.pVilf -cof.P"iliV) e»; +^((<'+*')cof.i»VM-(f'+«")cof.pVj<') = 
du , dv 

+ ^ccoC,f'm'm'' cof. j» Vii") + ^a« VVfi^Vjif*- ic'W)co{.pW) 



~Omnes quantitates mutabiles ff, y , /, fff y' • • ^nt fimul conilantes, 

duabus exceptis: erit pro vertice quolibetM, duos inter 'M, M^fito, 

coCPM'M-cof.P'M'M 

('*+*)cof:PM ■M-(*+Jf jcoCPM^M 

cof.PM'M— cof.P'M'M a ^-4. n. 

— ; — , , . , cft Quantitas comtans: 

ir(cof.PM'M-<of.P'MM)-Ax(cof.PMM+cof.P'M'M) ^ 
cof.PM'M— cof.P'M'M 



quantitas conftansab ^ pendens; feu 



proinde — 



AJf 



2X 



coCP M M-coCP MM ^^^f pM.MW.P'M'M) »C 



unde & limes hujus quantitatis» nempe 



dX>3 



© 






^. Hinc^-(«(^+g)i. 



(^y 




^ « ^ « coC/»r 
ds X'C 

3;" r((*-C)».CC'y 



Hoc 



Hoc exemplo ad curvam translato», eft 






dZ^ d« 
dx d» 

d;f S*: 

et pofita Z magoitudine data, Z'fit ommummaxima, quando %- 
Exemplum hoc refertur ad curvam eatenariam diftam. 

§. 220. Exempla lia6^enus propqflta fufficiunt, ut tirones videant, quo- 
modo quaeftiones illis fimiles, quse evolutse fueruBt, ad principia limitum pof- 
fint reduci; & ut intelligant , methodos a mathematicis huic quaeftionum ge* 
neri folvendo applicatas fpe^ri debere taaquam compoidia,. folutioni brevius 
confequendae apta. Quoniam autem methodi hae admodqm funt generales, & 
iis quoque funftionibus applicantur, quae exponentes difterentiales altiorum or- 
dinum involvunt; quaedam adhuc exempla facillima explicabo, quae iepijuidi al- 
tiorumve ordinum exponentes attingunt. 

Sit r- = Cd^T' * quaeratur funftio ^ talis, ut fit omnium nwxuna, 
Quoniam ^ « ^'"4j^» ' 

flat -Z' = (y-2y+y>- 

+ (y-2y V)" 

+ iy-^y+y")* 
+ - - - 

«i« « i« «f 

Hinc omnibus quantitatibus mutabilibus jf^ y^ y\ y\ y^ y\ . . fa6tis fimul 
conftantibus, unaexcepta; fit pro quantitate quacunque mutabili y> inter quan- 

titates y, y media, (V-*y^y)"^^-a(y*2yVyT*+(y-^/+yT^' - <>• 



+ ....-. 
. + - - - - - - 



s= O 
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Rant (V-ay+yT' " '^ . . 

Cy—ay '+/)"-» = Q: erit A'Q=o; unde ^=o, «: quantitatis liujus 

(y'-2y V)-' =5 Q' 
limes, nempe ^ = o: unde ^=rC»-«; QsCh-i+CW-i* a (~|)'"', & 

^, =(C*+C!MxA g=,+!!^C'N+CW-«x)'^ 



r'+«+!^.^ (C"M+CH-i Jr) »-* . 



Proindc pofito ^- 5= (^)', fit ^ omnium maxlmum« fi fuerit 



«»•1 



y = *'+«+^.^.(C^+ii-iCjr)^, 
Eodem modo, fi fit ^ = (j^)"^ cnt 

3iMt 

Unde Jex nuinifeflii eft pro quolibet expofleote dlflerentbii. 



CaPUT VICSSIMnM PRIMUM. 

VtlmaHo fucehi&a applimmi$ calculi differentialis et integralis 

ad phyficam. 

TTucusque nonnifi objefta ad mathefin puram fpeftantia tra£layi. Quare ab 
rigiM^e^demonftrandi» quem ea admittit atque exigit, defleftere non debui. 
Speciatim non licuit figuras turvitineas confiderare tanquam reftilineas, qui- 
cunque harum fit numerus laterum; nec folida fuperficiebus curvis terminata 
tanquam polyhedra, utcungue magno hedrarum numero contineantur. Uaiver- - 
fim ab magnitudinibus limitum capacibus^d ipfos hos limites transire non li« 
cuit, nifi quoad tranfitus hic propofititfnibus eum firmantitjus muniebatur; cujus^ 
inodi tum paflim, tum Capite praeferttm prkno fiabilire annixus fum. 



§. 22Z. Rigorem hunc in mathefi pura omnino necefTarium, atque uoum 
•ex propriis ipfius ehamfteribus eonftituentem , applicationes ejus ad obje6bi> 
quorum cognitio ab fenfuum teftimonio pendet (five ad artes pertineant, fivd 
ad fcientias), non folum noft exlgUnt; fed & affeftationem iilius ut fupervaca- 
neam, quin faepe noxiam refpuunt. (a) Certitudo mathematica ab conftitutione 
organorum nofixorum independens debet efle abfoluta : cognitioni noftrae phy«* 
ficae, ab indole fenfuum noftrorum pendenti, femper aliquid labis adhaerebit ab 
imperfe6Hone organorum noftrorum, utcunque exercitatorum , & quacunque 
arte adjutorum. Translationem abftraftionum mathematicarum ad fcientias 
phyficas harum progrefiui officere pofle experientia teftatur : quod comproban- 
tium exemplorum pauca exfiantiora recenfebo. 

Quoad objeftorum tantum terreftrimn & lun» diftantiae ad indagandam 
velocitatem lucis fuppetebant; determinari haud potuit tempus, quo lux da- 
tum fpatium emetitur. Unde judicio praecipiti iUatum fuit, lucem fpatio cui- 
cunque emetlendo nullum impendere tempus; velocitas ejus pronunciata fuit 
infinita: explicationes fafti hujus nullo vellicati dubio traditae fuerunt; quibus 
etiamnum adftipulaturi eflemus , nifi obfervationes in corporibufi longe remotio-* 
ribus inftitutae'falfum efle» quod explicandum fumebatur, docuiflent^ 

lEx apparente direftionum gravium parum invicem diftantium parallelismo 
fuperficies telluris diu plana fuit judicata : ad rotunditatem terrae ftabiliendam 
alius generis obfervationibus opusfuit^ quae philofophorum oculos ferius demum 
perculerunt 

Ex {enfibili ponderum corporum ad difi^mtias parum diverfas a fuperficie 
telluris aequalitate diu inferri confuevit aequalitas aftionis caufae gravitatis: 
donec phyfica exaftlor tefijmonii fenfuum aeftimatione accuratiori & difcuflione 
phaenomenorum immediate illis haud obviorum opinionem hanc delevit. 

. Alia 

(a) Animadverfiones in applkationem fflatliefeos ad pbyficam Capite hoc traditae, pariter 
ac deda6Uones expofitae Capite XIL Differtationis meae : Expofition du prinapu 
dei calculs faperimrSf conformes fnnt dbftTinis» quas ex ore DnL LxSAas haufi» 
quo tempore ftudia mea pbilofophica & mathematica affiefto paterno regebat Vid. DiC 
cit» Nota p. 210. 

Tt 



Alia aiTenre poflem exempla enronmif in qnos pnedpites ab ytaukomeniB 
ad caufas ipfonmi conclufiones indttxenmt; & qui^ab fimili judidi jpraedpitaii* 
iia cavere monenL 

§. 223« Per totum hunc librum oftenfii infinite parvorum, qu» rocantor, 
mathematicorum inutilitate; & quibusdam locis, repugnantia conceptus' ipfo- 
nim: diverfam ab ea, quod ad objefta phyftca, fententiam cum Dno. LkSage 
profiteor. In fcientiis ad haec applicatis pro nihilo habemus , quod fenfus no- 
ftros quacunque adjutos arte effugit : & explicatio phaenomenorum naturae, 
conformitatem eorum non rigorofam quidem ciun legibus arbitrariis inde dedu- 
ftis , fed eousque accuratam , quousque obfervationum noftrarum aii^iBna per« 
tingit, ofteiAlens, hoc refpeftu iatis&cere propofito cenfenda eft. (&) 

§. 224. Principio hoc admiffo, Dn. Le Sage oranino convellit objeftiones 
mechanicae phaenomeni naturae latiflime patentis, gravitatis univerfalis, expli« 
cationi adverfas; adhibitis ( juxta analyfin aeque ingeniofam ac folidam) cor^ 

(6) Quo teiBpore infiiiite ptrva tinqniiB biifij neceiTArra caicnforoni faperiorom fpeAiiMO- 
tor: Dd. Lk Sagk nliim eomm in mmthefi pnrm ab contradtftiOBibns , qnas impli- 
cat, tneri fatagebat conceptn feqnentl: qoem deinde ad eam nonnifi fenfu indi^ 
refto vel devio & explicatn prolixo appUcari pofle agnovit ; ac qnem ipiinsmet ver- 
bis» i^Julii 178^^ »d me perfcriptia, uti in DiflerUtione mea priore pag. aix. ex- 

t ponam : 

,» IMon bnt dani cette ancienne tecberdie etoit d*aiIigoer nne bonne fbii anz infi- 
,,niment petits de tout genre & de tout ordre nne conftitutibn, qui me permit en- 
^lbite & tonjonrs de lea traiter faardiment comme dea qnantit^i determin^ea, finiea, 
,,maii negligibies; & qni.fot applicable anx etres r^els, comme anx etres hypothe- 

yytiqnes. 

V, Pour cet effet je fubftituai aux quantit^s moindres qu*aoeooe afljgn^e , & i cel- 
„ les qu^on pourroit pretendre etre moindres qu^aocune ailigQable , des qQtntiU^s moin* 
,, dres qD'iocuiie , qu'on sfilgnera r^elleoicnt jaroais j on plutot des parcelles » qu*oo 
„ peut neglijs^er relttivement i leor tont, fans aucune erreur qui devienne jamais nfel- 
(ilement fenfiblep 

^Effeaivement de telles qoantites font vraiment dmrminiij\ pnfsque toute tp* 
„plicttion, qu'on fera ri^illement jamais, de qaelque propofitioit qne ce foit, eft de- 
,,« termtnee en foi , qnoique aftaejletnent inconnnt: vo qoe tous Jes futiirs eoutingens 
„font deteimloes» n'y ent-il meme^auean etre qui les previti ni aucun Hi^xns entte 
Mtea fnturs-li & le piefent - 



pHfeuUsy qm htervatlis febte iul dimefffionei ipjoram admodum magfiis invieem difient^ 
& quaquauerjuf (^) Jeeundum lineas reShs eeteritate prcegrandi moveantur. 

Dn. Le Sage aflionis flmdi hujus conrequentias n^athematicas accurate' 
eVolvit, &: confenfum eamm cum phaenomenis gravitatis oilendit. Meditatio- 
nes ipfius de arduo hoc phyficae generalis obje6h> minus adhuc notas funt Stu« 
dio, qua poflunt^ perfeftione redaftas publico exponendi, fcripta fua divulgar^ 
non feftinavit: nec niii primas fyftematis fui lineas in DiflertationeiinfcripCa 
EJfai de chgmit mecani^e, quam Academia Rhotomagenfls *anno I758. praemio 
ornavit, ac nuper in Luereiio Newtonimo, Commentariis Academiae BerolTnenfis 
anni 1782. inferto, expofuit. Ambitus ejus opera nonnuUorum ipfius amico« 
rum quodammodo innotuit: quos inter Dni, De jLuc in variis fuis fcriptis^ iis 
nominatim, quae fub titulo: Idies fur la MeUorqlogie^ LeOtes h h Heine dfAn^ 
terre^ LeUres & Mr. de la Metherie, edidit; & Dni. Prevost in libro iofcripto 
Origine des forces magnetiques. (d) Grato in agnatum hunc pie devenerandum ^ 
cujus curae quicquid in me eft doArinae debeo, afieAu motus, cum feptennio' 
abhinc ex Polonia reverterer, fummopere optavi exiguum ejus documentum 
ipfi exhibere opera mea qualicunque ad manufcriptonim ipilus nmltiplicium edi- 
ditionem promovendam. Quo jucuijulior miiu fiut , quam diu.animo fbvi, fpes 
hoc voto poti\wdi, eo jnagis jrritajn ab me concpptwn fuifle ddui. 

Tt , §. ^^,5^ 

ic) flaec qnoqne expreflio pbyfice eft intelljgenda. Qood innno diiliciiltotifl folvend» 
gratia, noper ab illoftri Matbematicomotae» & oberias ab Dno. WiLCKSNsexpofitae, 
contra pag. 71 iq. Difiertationis: EJfai de chymU mecanique; obi dafpofitiones qoai- 
dratiformes pna&orum in foperficie fyhxm rigorofo fenfn mathematico Mcipi non de- 
bent Qoi primas naevnm doftrinae Elementoram Eoclidia de angolia folidia animad-^ 
vertit geometra (,HiJt. tUPAcad. royoL des Sc. 1756. Bermanni Comm&Uatio eU 
MnguJU foUdis) ; poteratne in gravem incidere errorem , ^oem commififiet» fi ezpref- 
fiones ipfioa ad difcofiionem pbyficam pertinentes mathematice eflent interpretandde f 
(Vid. Wilckens AuffaM maihemat. InhaUt^ CU^tt 1790. Kuftsurs geameer. M^ 
handl GDtt 1791.) 

{d) Dn. Lk Sage non folom ardiiiim gravitatia nniverfalia phaenomenon per afljonem im- 
mediatam corpofciilorom fopra Indicatorom expficat: fed eadem qooqoe mediatam ple- 
roromqM phaenomenoram natorae genecaiiom eanlkm efile oflMdit, qoatenna aftiviti*' 

'^ jkem foam ipfis debeant fioida elafticoy per q/m phamofflena illa pofloot exBllcaiL 
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$. 2a5« Conceptus aftionis discontinuae fluidi gravifici, phyfico fua ^ 
]uculentia comjnendans, iaepe etiam mathematico conmiodus eft. Theoriae flml 
dcMiim continuorum , elafticorum pariter ac non elafticorum, admodum imper-- 
feflae adhuc funt, quamvis fummi hujus & fuperioris feculi mathematici fim 
iUis ftudla impenderint; & quas a priori ftabilire quidam aggrefli font, expe^ 
ricntia evertit. Confequentias principiorum , quae pro bafibus fumuntur, perfe- 
qui exercitatiflimis tantum calculatoribus datur. Alia eft ratio theoriae fluido« 
i:um difcretorum. Principia ejus funt indubitata; & confequentiae deduftu fa« 
ciles; quod calculi Dni. Le Sage comprobant, qui ne prunas quidem calculo- 
rum fuperiorum notiones exigunt 

§. 226« Ex. gr. Galilei lex accelerationis gravium (phyfice intelle6la) im« 
mediate ex a^one fltudi ejusmodi confequitur. Cum incrementum velocitatis 
grsvium debeatur fluido, tempufculis aequalibus per impulfus aequales agenti: 
celeritas, quam gravia tempore fenfibili acquirunt, numero harum impulfio* 
num; proinde tempori proportionalis eft, quo corpora illas funt experta. bn^ 
medite igitur confequitur, efle t; ui /: 

Hinc fpatia tempufcuUs aequalibus fucceffivis percurfa, utpote celeritatibus 
acquifitis proportionalia, pariter crefcunt uti tempora, proinde uti numeri na- 
turales; & fpatia inde ab initio motus percurfa crefcunt uti numeri triangula- 
xeS numerorum momentorum illorym temporis. Sed numerorum triangula- 
rium ratio eo propius accedit ad rationem numerorum quadratorum correfpon- 
dentium, quo majores funtnumeri, qui ipforum funt radices (§. 20.). Itaque 
fpatia percurfa eo accuratius proportionalia funt quadratis temporum elapibrum, 
quo plura quodvis tempus fenfibile continet tempufcula, duobus caufae motricis 
impulfibus immediate fefe confequentibus interjefta. 

§. 227. Optabile fine dubio foret, ut mathematicis femper liceret eadem 

facilitate confequentias priucipii aflumti deducere. Magis autem aflueti expo- 

nentibus differentialibus $ = t;, ^^P, aliisque funilibus; quam expreflioni- 

dx d^ 

bus per differentias finitas, quae illis refpondent: priores tra£faire expreffiones, 

quam pofteriores, magis feie (in invefiigationibus piaefertim prolixis ac diffici* 

liori- 



honbus) commodum ducunt; ideoque eas alteris fubftituunt, quibus propofi. 
tum fecJius confequuntur Qua quidem fubititutione uti ipfis licet: dumn^o 
ra^oms qua dufh eam ufurpant, non obHvifcantur; neque exigant, ut cuas 
mde neaunt, confequendae abfoluto ac mathematico rigore ver^ efle ^enfJaZ 

Ex «quatione . = /, vel potius . = gt (pofita g celeritate, quam corpus 
acqun.t tempore pro unitate fumto, ex. gr. uno minuto fecundo) confeqZ 
d? " ^- 

Cum autem fit ~ = i;:* fit l!f = ^' - « 

d< ' d<» ar " ^* 

Porro cum fit ^- = ^: 
d/ *' 



& 



^=?-- 
At 



tn^ ■f = 4-&"^ = ir. 



Hinc', ob g conftantem, fit |p« = ^/; » = Vig:. 

Sed v^gt. Ergo gt^r^agt; & t^V^, 

g * 
§. a.8. Formula differentialis ^^g pariter appUcatnr ad cafum, «uo 
g variabiUs eft; & qui, phyfice intelleftus, fuppomt tempus lapfus in partes 
adeo exiguas dividi, ut, durante qualibet earum, aftio caufe corpus impellen 
tis fit uniformis. *^ 

Exemphm primum. Gravitas variet uti diftantia- a centro. 
Sit a diftantia ab centro, a qua inde corpus delabitur; 

g aftio gravitatis ad hanc diftantiam;; 
Corpore delapfo per fpatium /, gravitas «d. diifoatiant a^teritgx ^. 
Igltur 

•fed 

Efgo 



tt — r 



dv 

dr^«^ 
d/ 

»' = C+gx 



r 



aor— /9 



Ttf 



Sed 
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Scd V evanefcit, qaando / =* o. Proinde C = o ; v^s^gx ^^~^ > 

Sit / = a; erit v^ ^ag. Sed gravitate pofita uniformi , erat i^* = z^ 
(§. d27.) Quadratum igitur celeritatis acquiiitae per aftionem gravitatis coo- 
ftantis duplum eft quadrati celeritatis acquifitae per adionem gravitatis variabi^ 
las. juxta legem propofitam. 

Porro ^« 1 = rl x_L— : unde l«r^C-arc.fin.— 
Ot V g >^(aar-/*) g^ ^^ 

Sed /sBQ, dum m^o. Ergo Csarc.fin.isf; * 

I «rifp-arcfin.^ » r 1 xarccofin.— . 
g^ fl ^ g « 

Sit / = «; crit /«9^- xp* Et cum fit gc/)a: eft * v!) /»; fcu tempus 

g 
lapfus ad centrum usque oonftans eft> quodcunque fit fpatium percurrendum ; 

quod principium eft ifochronismi io cydmde. 

Eximphmfumdmm. Gravitas fit in ntione inTerla quadrati diftantiae. 

d< ^ £ 

d/ V 
Ueoque r^ « ^X jjfl^; K=C+gxi!^ 

Sit rs3o, dum /=so: entCst-g; io»s:g(^-fl)=gx^^ 

0=rai«xr~=rlxr£ obg=i. 

Unde / = p;L_(«flxarcJiii.veri:^+n«-^*)+0 



Sit /=o, dum/=o: critC=»o; <sa^^(|«xarc,niLverf:^+r/(«./)> 
Sit/ = «. Erit*«^xi-^ = ^XV. 
AtquL g« i. Ergo ««^FJ &<»-^P*. 



Obfer^ 




Ob/trvaSo. Cum expreflioiies teiAporis / & celeritatjs v imagmariae fiant 
pro si>a; docemur, motum ultra centrum gravitationis locum habere non 
pbfle. 

Sit /=«: erit rssrix)^— ar£x3^*; quod efl: fignum impoflibili- 
tatis (Cap. IX.)- ideoque corpus non folum ultra centrum gravitationis pro- 
gredi nequit; fed ne ad centrum quidem usque poteft pervenire. Quod gep- 
metrice oftendi poteft modo fequente. 

a fl-x a\a'S y «-/ a a^^s 

2aC^ 



eft 



^ + 2C^ = 



a-x 



Defcripta igitur curva hyperbolica, cujus centrum fit cehtrum gravitationis, 

& cujus abfciifae ab centro inde in afymptoto alterutra fumtae fint fpatia.per- 

2ab^ 
currend9f cujus denique aequatio fit y* -H A* =s — ^; quadrata celeritatum, 

aufta quantitate data, proportionalia erunt quadratis ordinatarum: pariterque 
ac ordinatae nuUum habent limftem magnitudinis, nec celeritas limitem magni^ 
tudinis habet ; atque uti nullum eft hyperbolae punftum , cui ordinata refpon- 
deat occurrens axi abfciffarum in centro; ita nec celeritas ullaeft, quaerefpon- 
deat fuppofitioni, quod corpus ad centrum usque poffit pervenhre: proinde fup- 
pofitio haec impoflibilis eft. 

Cafus hic plures occupavit mathematicos ; quorum nonnulli valde para- 
doxa de eo ftatuerunt. Exemplum, mea quidem fententia, is praebet abufiis 
abftraf^ionum mathematicarum , objeftis applicatarum realibus, cum quibus 
confiftere nequeunt. 

Gravitatio, quam corpus fphaericum exercet, fequitur rationem inverfam 
duplicatam diftantiae ab centro corporis hujus, qubad corpus gravitans extra 
iUud fitum eft. Pofito autem, corpus gravitans poffe (per fifticMiem aliquam 
admiflibilem) intra illud pervenire: tum lex gravitationis eadem, quae prius, 
non fiibfiftit^ fed gnvitatlo vari^r in ratione fimplici diftantiae a centro. 
Juxta hanc vero legem corpus ad centrum usque delabitur , & velodtatem de- 

• termi- 
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tenniiiatam acquirit : tum ultra centrom progredikur mota retardato (iffli& ra« 
tione , qua accelTus ipfius ad centrum fuerat acceleratus. Conftderationes i^^ 
tur phyficae fententiam hoc cafu confinnant, quam de fignificatione fymboiil 
Capite IX. profefliis fum. Conf. Dife. Dn. Ls Sage inferta Diario ^omtM/ k 
phfjjique di VAbhi Rozier. Jamwr 1776. 

Pormulae praecedet^tes applicantur ad motus juxta legem quamcunque da- 
tam variatos; nominatim ad motus corporum in mediis refifientibus. Sed fco- 
^ pus praefentis fcriptionis applicationes has perfequi prohibet. Quare, ad motus 
compofitos progredior. 

§• 229. Keplbri celeberrima lex arearum infigne praebet exemplum faci- 
Utatis, quam inveftigationibus phyfico*mathematicis conciliat fuppofitio aftio- 
nis non continuae caufae motrids. Quippe juxta eam dembnfiratio legis hujus 
nonnili fimpliciflimas requLdt geometriae elementaris propofitiones, eas nimi- 
rum, quibus nititur aequalitas triangulorum aequealtorum fuper eadem bafi. 
Re etiam ipia omnes fere auftores» praeeunte Newtono, eam juxta hanc fup- 
pofitionem explicant; quicquid cetemm de conformitate fuppofiti hujus cum nz^ 
tura rei fentiant: & tum ad femitas curviiineas applicant, quod in.reCtiUneis 
locum hsbtt^ utcunque exigua fmt latera iplarunu 

Demonftratio curvis ipfis immediate applicata aeque facilis non eft. Com- 
parationis duarum roethodorum inftituendae gratia pofteriorem tradam eo fere 
modo, quo ipfiim expofuit cel. db la Place in Theoria fua motus phne^arum. 

Sit ^focus gravitationis; ^JIf radius veftor, feu diftantla, = r; Jlf corpus 
gravitans; & gravitas fit cuicunque diftantiae SM funftioni =<pr prdportionalis. 

Per focum S agantur duae quaecupque reftae 5P, 5Q, invicem normales; 
ad quas referatur motus corporis JK Smt JlfP= 5Q = *, -SfQ = y. 

Aftio gravitatis fecundum direftionem iHQ erit ^xi(.; fecundum direftio- 
nem -SQ, ^x — : & celeritates planetae juxta has direftiones refpeftive erunt 

^, fe Exponentes ^ifTerentiales cekritatum harum, qui yiribus (pr x J , 

<prxi. proportionales funt, refpeftire erunt ^, ^. Unde duae confequun- 

tur 



tur aeqnationes: 



dt 



d/» 



• et *x-^-yx^-C ' 

Sit angulus iHSQa» Eru&t v^rHojs; % » reoCs=i 

4rsrcoC«i; I^ •» -rfinj;=? 
dr ai 



iu Ax 



d/ ^d? dT . d« . a« 



df 



Pofita autem area curvae,. quam verrit ladtus veftor, « 5, eft j- » fr» (§.104.) 



ds 



r»^ — 



Quare etiam -j- «» 'l''*i— == iC7 

ideoque 5 £C'+0. 

Proinde fi S evanefcit, ^quando ,t»oi fit 5 s O; fen area 5 eft ten^ri 
proportionalis. 

§• ^30. Ex lege hac itnmediate duo corollaria fequentia fluunt : 
i^. Celeritas mobilis eft in ratione inverfa perpendiculi, quod ab foco in 
diredionem corporis demittitur; prbinde in curva velocitas eft in ratione inver& 
produfti ex radio veftore ac finu angulit quemradius veftor cum tangente cur^ 



V9S comprehendit Ideoque exi»reffio velocitatis eft ^ 



rr 



<§.49.) 



2^. Cjeleritas angularis mobilis , relata ad focum -gravitatioois, fequitur 
ntionem inverfam dupUcatam radii veftoris. 



Ua 



$. i(3i* 
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§. 231« In gratiam phyficorum, qiiibus calculi fuperioreslS: theoria aa> 
yarum minus funt familiares, Dnl Lc Sais£ confequentias aftionis haud conti« 
tinuae caulae gravitationis & motus corporum ih orbitis re6liiineis perfequi (atew 
git; ac fpeciatim in polygonis regularibus theoremata Hugenii ad vires centn* 
les in circulo pertinentia demonftravit 

Cum in omni curva vis centralis refpondens tempori, quo mobile arcum 
aliquem curvae percurrit, fit«in rati^ne ^ompofita ex direfla fimfliQe fegmenti 
radii veftoris ad unum arcus hujus extremum dufti, quod arcui huic & tan* 
genti per alterum arcus extremum du&x interjacet, & ex inverfa ratione du^^ 
plicata temporis ad arcum percurrendum impenfi: data curvae, quam mobiie 
defcribit» aequation^ id fooum gravitationis relata; ope formularum §§. 104. 
196* determinatur lex gr^vitationis. 

Flg. 57- Nempe pofita vi centrali « g; eft g c lim> J"^,^ 

Exmpbm. Sit f = ri3^r^* ^^ ^^ aequatio focalis dlipfis; 

itaque ^ = (^CSy ' -aT'^ 

^ ddr «con» , a*fin^ dr _ «oot«^ • 2f«fin^*« 5 
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Atqui (§. q- Introd.') A".«iP«»i.a.3. . . .w, & differenti» nkeriorum 'ordi- 

num evaaefcunt. ' " 

^ i.a. ..(«H-O d*M-i 

1.2. ..(w+2; djfM-» 

1.2. ..(»»+3) djfn+a 

1.2. ..(«H-4) dJi«+4 

^ • • ^ « 

Itaque differentlae omnium ordiaum* funftionis* cujusllbet alicujus quan^ 
titatis mutabilis redUcuntur Al diiTereitcias poteftatum uumerorum natura* 
lium. 



Capvt Qvartvm 
De ferie B ernoulliana. 

§• 35- 

SA9 
it -p =3 y ratio difierentialis data inter quantitates mutabiles x^ y^ Z. 

Relatio earum integralis exprimi poteft: per exponentes difTerentiales oniiiium 
ordinum varlkbilium x Uyy quod fic inveftigatur. 

djc 




Proinde in divcrfis ejusdem ellipfis punftis -gravitatlo fequitur rationem inver- 
fam duplicatam diftantiae ab foco. 

Eodem modo demonlbratur, eandem legem in ceteris feftionibus conicis 
obtinere. 

Ficijlm^ data lege gravitationis, ex aequatione 

g = -^(^I''+-(t-) ""~^t4) deducitur natura curv» defcriptae (quoad 

limites perfeftionis calculi int^alis concedunt). 

Ex. gr. gravitate fequente rationem inverfam duplicat^im diftantiae, curva 
invenitur effe feftio aliqua conica; quae determinatur per angulum projeftionis, 
& per rationem, quam celeritas projeftionis habet ad e^, qua fieret^ utmo*« 
bile circulum ad eandem diftantiam defcriberet. 

Verum haec fufius deducere ab fcopo libri hujus eft alienum. 




Corri^ 



pag. lin. 

«7- 3- 

ibicL 3fq. 

ibid. 2. 

29* i8. 

33. a2.23. 

5a. 15. 

73. ult 

74- x.3-4- 

ibid. 3. 

ibid. ibid. 

77- 15. 

81. 9- 

96. az^ 

X08. 18. 

113. 3- 

118. 15. 

163. 18. 

167. ult 5 

174. 25. 

189. 6. 

190.' z. 



*l • 





C r t i 


'\ g e n d a. 


• 


loco 




legatur 




terminonini 


usque 


terminorum pofl primuffl usque 


tenninum. 


cujus co6tGi« 


tenninum, quipraecediteum, cujuscojff- 


ciensZ^ 




ficiens eftL, una cum 


hujus duplo. 


. «» 




*" 




«i-(«»+r) 


- 


•-(ni+r-i) 




«••1 r| i 




JWj i* 




X 




y 




« 




•—I 




J^ 




p« 




> 




< 




> 




<■ 


\ 


< 




> 




tangentds crefcentif 


tangentis decrefcentis. 








«c+=„ 




2S 


■^ 


j^r 




!«'• 




.i«* 




(5. ) 




(§, <. /««rorf.) 




(a+A)* 




(a+A«) 




a.s . 




3-» 




b'6cb 




i'&b' 




X(«^0*- 


4a»lin.*Jp) 


^•((^■0»— 4«fitt-'i*) 




aiHPxJlf-»' 




»JHP+JHl»' 




^.J' 




X J' 




» 


• 


+ 




^ 






■ 



-g .. M J 



& 





' 


• 


m. 




1 




^. 




1 



WP. - *l.«*,-*J' » '■ 



h 



^ 



■ I 




X 




r 



V- 



^•^ 



T ^l 





'•^" *^ 



'^\' >< 



/ 



\ 




\SO. 



.-^ 




Y 



VT' 



r^. 



f.jj.' 



iz' 



Cortigenda. 



p«g. 


lin. 


toco 


»7. 


3. 


terminonim usqiie 


ibid. 


3fq. 


termiaum, cujuico^< 
ciensL. 


28. 


z. 


•> 


ibJd. 


s.. 


«-(m+t) 


39. 


18. 


JT 


33- 


«2.23. 


■ 


5«. 


15. 


J»^ 


73- 


ult 


> 


74- 


1.3.4. 


> 


ibid. 


3. 


< 


ibid. 


ibid. 


tangentis crefcentis 


77. 


15. 




81. 


9. 


TS 


96. 


2Z. 


iv* 


X08. 


18. 


c§. ) 


113. 


3- 


(»fA)« 


xi8* 


15. 


a.s 


163. 


18. 


*'&* 


167. 


ult. r((«i+*0*— 4»fin»**) 


«74. 


25. 


aiKPxiif» 


X89' 


6. 


-B. B' 


X90.* 


t. 


«» 



legatur 

terminoram poft primuM usque 

terminum, qvipraecediteum, cujuscofff* 
ficieas eftlr, una com hujus duplo. 

ift J r 

y 



< 
<■ 
> 

tangentis decrercendf. 

*-C+^y 
n 

MT 

($. «. LOrod.) 

(a+A») 
3.» 

^•((^H)*— 4«fitt-'i*) 

+ 



4| • 



